Problemes inverses — Estimation par maximum de
vraisemblance

Corrigé de la feuille d’exercices — Exercice 5

Exercice 5

. Siz <0, alors Pp(6; < z) =0. Soit z > 0.

(%)% six <0,

P9(91<1:)=1:[P9(X¢<96):11/0 W:{l si@ > 0.

Si on note gg(x) la densité de 0y, alors
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go(x) = %Pﬂ(el <zx)= e
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. Egb, = f09 zgp(r)dr = 0715

sans biais puisque lim,, .., Egf; = 6.

L’estimateur 6, de 6 est donc biaisé, mais il est asymptotiquement

. OnaEyX; = fo xfg(x)dr = 7, donc 6 = 3EyX;. La méthode des moments consiste a remplacer
dans ’expression precedente fg(a:)dx (c’est-a-dire la loi de X;) par la mesure empirique des
observations Q,, = %Z?:l 0x,;. On obtient

%
02:3/ 2Qp (dz) = ZX_3X
0

On a ]E@éQ = % Z?:l EyX; = 3E¢ X7, = 0, donc ég est un estimateur sans biais de 6.
. Le calcul donne
862 A 462

R(61,0) = CEDICE et R(0s,0) = —.

Asymptotiquement, R(01,0) = o(R(0,0)), donc pour n assez grand, Destimateur 6; est
préférable & 0. Les deux sont consistants puisque R(61,0) — 0 et R(f2,0) — 0 lorsque
n — +00.

. Soit 8 > 0 fixé. Pour tout z € R, on a

n/2 . x/20 .
X v )1+ E) siz <0, e six <0,
Py(n(fy — 0) < z) = Py(61 < 0+ n)—{ o 1

1 sinon sinon.

Donc n(f; — 6) converge en loi sous Py vers —Z ot Z ~ Exp(1/26). L’estimateur 6; a donc
pour vitesse n et loi limite —Z.
Pour 65, on utilise le TCL : pour tout 6 > 0,

Vil — 0) S E \) Varg (3X,)) = A (0, 26).

n—-+o0o 5

L’estimateur 6 a donc pour vitesse /7 et loi limite (0, 262).



