Problemes inverses — Estimation par maximum de
vraisemblance

Corrigé des exercices 6, 7 et 8

Exercice 6

1. On vérifie facilement que
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On peut donc appliquer la loi des grands nombres. On en déduit que

2 P2 R (XE) — (BeX1)? = 6.

n—-+o0o

V(e —6) = vn (; X7 - MX%)) —-Vn (:L > X - E9X1> (Xn+EeX1). (1)
i=1 =1

Les deux termes relevent du TCL. Pour étudier leur combinaison linéaire, il est nécessaire
d’écrire un TCL vectoriel :

1 n en loi sous P
vn [(n;){i, ZX) EeXl,Ee(X1))] ?OO% (G1,Ga),

ot (G1,G2) ~ N5(0,%), ot X est la matrice de variance-covariance du vecteur (X1, X?7), c’est-
a-dire

o 0 COV@ (Xl, X12)

- COV@(Xl,X%) Val“g(X%)

Par ailleurs, la loi des grands nombres permet de traiter le terme X,, + E¢ X1, qui converge
presque sturement vers 2y X;. En inserrant les résultats précédents dans I’équation (1) et en
utilisant le lemme de Slutsky, on obtient

V(62 — ) SRR, G 0GRy X ~ N(0,02),

n—-+o0o

ol
o? = Varg(G1 — 2GoEg X 1) = 0 — 4E¢ X1 Covg(X1, X?) + 4 (EgX1)? Varg(X?).

Donc la vitesse de 'estimateur 62 est \/n et sa loi limite est A/(0, a?).

Exercice 7

. On a EyX| = [p2B(0)(dx) = 0. La méthode des moments consiste & remplacer la loi de X7,
B(0), par la mesure empirique des observations, Q, = %2?21 0x,. On obtient I'estimateur

0(X1,...,Xn) = /:c@ndx ZX X,.
R



2. Pour tout (z1,...,2,) € {0,1}", on a

Ln(z1,.. 203 0) = Po(X1, ..., Xp) = (21, 2n)) = [ [ (0Lay=1 + (1 = 0)1g,—) = 077 (1-0)"( =),
i=1

ou T, = % Z?:l ;. On cherche le maximum de cette fonction. On calcule

d nZ, n(l—=,) nZ,—nb
1 L PR n; == — = .
g Eal@s e ani0)) = =5 1-6 91— 6)

Cette dérivée s’annule si et seulement si § = Z,, elle est strictement négative pour 6 > Zz,
et strictement positive si § < Z,. Donc 6 — L,(x1,...,2z,;0) atteint son maximum pour
0=z, :0(1'1,...,11,‘”).

Exercice 8

1. Le fait que ¢ ~ N,(0,02Id) signifie que les ¢; sont i.i.d. et centrés, donc I’aléa du modele
(provenant uniquement des e;, puisque les R;; sont connus) est supposé indépendant des
régresseurs.

Soit le modele Y = RO + ¢, out § € RF et e ~ Np((m m),o?ld). On se raméne au
modele de X en rajoutant un régresseur Ry = (1,...,1)T et une coordonnée supplémentaire
a 0 qui vaut m.

2. Dans ce modele, la matrice R est connue, le parametre 6 est a estimer, et X est le vecteur des
observations. Le vecteur X est un vecteur gaussien, dont les moyenne et variance sont faciles
a calculer. On obtient le modele statistique

(R”, {N,.(R6,0°1d)} GGRk) .

3. a) Montrons d’abord que IIg = R(RTR)"'R”. Pour cette application linéaire, si x € E, alors
il existe y € R* tel que = Ry et
Hpz =HgRy = R(RTR)"'RTRy = Ry = .
De plus, pour tout z € R",  — IIgx est orthogonal & E, car pour tout y € R¥,
(Ry,x —Npgz) =y " RTz —y"RTR(RTR)'RT2 = y"RTx — y"RTz = 0.

Ceci suffit & caractériser I'application R(RTR)™'R comme la projection orthogonale sur E.
Ceci nous conduit & définir § = (RTR)"'RTX de facon & ce que R = IpX. Clest un
estimateur sans biais de 6 car

Egd = (RTR)'RTEsX = (R"TR)"'R"RO = 9.

b) En projetant la relation X = RO+, on a llpX = RO+ 1lge, donc X —MIpX = ¢ —Ilge =
IIgie. Soit {ui,...,u,} une base orthonormée de R" telle que {u,...,u,_r} est une base
orthonormée de E*. Soit P la matrice de changement de base correspondante. Alors

Pe = (g),...,€l)) ~ Npu(0,02PTIdP) = N,,(0, 0%1d),

ce qui signifie que les €} sont i.i.d. de loi N(0,0?).



On en déduit que
Mgl = ()2 + ...+ (hp)? = 022,

ott Z suit la loi du x? & n — k degrés de liberté. En particulier, Eg||Tlg1e|? = 0%(n—k) et donc

. X-lpX|? . .
62 = % est un estimateur sans biais de o2.

c) La densité du vecteur gaussien X en (z1,...,2,) € R™ est

|z — R0|]2>

\
Ln(xla---yl"n;@aff):mexp <— 552

Aoc>0 fixé, cette densité est maximale en 6 tel que R soit égal a la propjection orthogonale
de z sur F, c’est-a-dire pour 6§ = 6. Pour 6 = 6 fixé, la fonction définie par

— RY|?
Y(o) =InLy(z1,...,2,;0,0) = _n In(27) —nlno — Il = R6
2 202
satisfait ¢'(0) = -2 + ”x_aﬂ et est donc maximale en o = Hx;geu = ”x_\;[{x” =,/=ks.



