Problemes inverses — Estimation par maximum de
vraisemblance

Corrigé de la feuille d’exercices — Exercices 9, 10 et 11

Exercice 9

1. La vraisemblance des observations (z1,...,2,) € (R})" est

Ly(xy,...,20;0) = ﬁ 0%z 0% = 9> (ﬁ 1:1) exp (—0 z”: 931> .

=1

Donc

d 2n
@lnLn(xl,...,xn;G) =— - in,

qui s’annule en
2n
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est strictement négatif pour € plus grand et strictement positif pour 6 plus petit. Donc
A 2n 2
==~ =%
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est Pestimateur du maximum de vraisemblance de 6.

. Les v.a. X; suivent la loi gamma de parametre (2,1/6). D’apres les propriétés des sommes de
v.a. indépendantes de loi gamma, on en déduit que Y = X7 + X9 + ...+ X, suit la loi gamma
de parametre (2n,1/0), c’est-a-dire de densité

9271
2n—le—9:c.
(2n —1)!
Donc
. 1 0 q 9271 2 02n o)
Ey0,, = 2nEy— = Qn/ e P = n/ 222707 g
Y 0 x(2n—1)! (2n —1)! J,

Puisque fooo ¥ le=%dx = (k — 1)!, on en déduit que

A 2n6%"  (2n — 2)! 2n
Eof,, = = 0
T on 1) 2L T 2an—1

et le biais vaut 0
Egf, — 6 = :
oo I — 1
En particulier, PTEMV est asymptotiquement sans biais.
Pour le risque quadratique,

R(0,,0) = Egb2 — 20E40,, + 6°
4n20% [° , o ., 2n 5 9
_ v n—3 —0x _9 "
(2n—1)!/0 e dr 2n—19 +0
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qui tend vers 0 lorsque n — +o0.
. D’apres la LGN, X,, — 2/6 p.s. De plus, d’apres le TCL,

— 2 en loi sous
V(X = 5) S N0, Varg(X1) = N(0, %),

Afin d’étudier la loi limite de 6,,, on calcule

Vil — gy = Y2 0Xn) _Vi(Xn —2/0)

n Xn
Le numerateur converge en loi d’apres le TCL et le denominateur converge p.s. d’apres la LGN,
donc converge en probabilité.
On peut donc appliquer le Lemme de Slutsky pour en déduire que le couple converge en
loi, et donc leur quotient aussi. Finalement,

\/ﬁ(én—e)—>—;9/\/<0,5g’2) :/\/<0F§2x <_2o}9>2> :N<o,%>.

Ainsi, I'estimateur 0,, est de vitesse v/n et de loi limite N/ (O, %).

Exercice 10

. Soit (x1,...,x,) € R™

eP1t Tl i max cicn 2 < 0,

Lu(w1, .. 23 0) = [[ € 1_ao g (z:) = {
=1

0 sinon.

Comme fonction de 8, cette quantité est clairement maximale pour § = maxj<;<n i, donc
Pestimateur du maximum de vraisemblance est

1<i<n
. Pour tout z € R, on a
A n 0+3 z—04 ) 1 2<0 2 {2 <0
Po(n(6 —0) < z) = [[Po(X; <6+ 2) = (oo etaz) =<0, [e TS
i 1 sinon 1  sinon.
Donc n(f — 0) = —Z ot Z ~ Exp(1).

. On en déduit que Egf = Eg(0 — Z) =60 — L.
. Soit a €]0,1[ fixé. Remarquons que P(Z € [0,Ind]) = én(l/a) e ?dr = 1 — a. Puisque

0=0+ %, on en déduit que, pour tout 6 € R,

Py <9€ [é,é+ln(1n/a)D =1-aq,

et donc [0, 0 + MU/2] gt un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — a.



Exercice 11

1. Soit (z1,...,2,) € (R%)™ des observations. On note 6 = (a,b) le vecteur des parametres. La
vraisemblance
n 1 . .
——= Sl minj<i<n & = a et maxjgi<n i < b,
Ln(.’El,...,fEn, H [a b] xl) (b=a) .
=1 0 sinon.

est maximale pour b — a¢ minimal sous la contrainte min<;<, ; 2> a et max;<i<n *; < b, donc
Pestimateur du maximum de vraisemblance est

a= min X; et b= max X;.
1<i<n 1<i<n

~

. On a d’une part a < a < b < b presque strement. D’autre part, pour tout € €]0,b — af,

b— _ n
Py(a > a+e) =Pp(X; > a+e, Vi€{17.“7n})_< bia€> n—-+0o 0-

De méme, Py(b < b—e) = (b;fiaf’s)” — 0 quand n — +00. Donc @ — a et b — b en probabilité
sous Py pour tout 6.

. a) Soit a <z <y < b. D’une part

P > 2. b <) = Po(Xs € ol Wi € {1, nh) = (422)

D’autre part, si fp(a, 8) désigne la densité jointe du couple de variables aléatoires (a, 3), on a
fola, ) =0sia>pBoua<aoupf>b,et

N b
Po(a > , b<y>=/ da/ydﬁfe(a 8)

donc, pour tout a < a < B < b,

0 (y—z\" nn-1)pB-a)"?
fa(a’ﬁ)__8x6y<b—a> N '

b) On en déduit que, pour tout x € [0,b — al,

B b (a+z)Ab n(n _ 1)(,8 _ a)n—Q
x)—/a da/a dp b—ap

Q)

Py (b —

- /ab(m (b )" da
“ia ) et [y
:n<bxa>nl—(n—1)

(=)

Par ailleurs, on a clairement Py(b—a < z) =0siz <0et Pgb—a<z)=1siz>b—a.

¢) On déduit de la question précédente que pour tout y € [0, 1],

oS

Po(2=2 <y) =ny" ' — (n—1)y"



qui ne dépend pas de a ou b. Donc g est une variable aléatoire pivotale.

d) Soit a €]0,1[ fixé. On note z, I'unique = € [0,1] tel que nz" ! — (n —1)2" =1 — . On
déduit de la question précédente que, pour tout 6,

o

<8

Pp(0< =2 <zp) =1— 0,

h—
Pg(b—ael ,+oo>=1—a.
To
-

On a donc montré que [T‘Z, +oo[ est un intervalle de confiance pour le parameétre b — a au

e

niveau de confiance 1 — a.

f=a

S}

et donc

Q>

Remarque : on aurait également pu définir 2!, tel que nz"! — (n — 1)z" = « et utiliser

b—a

que Py(z!, < < 1) =1 — a, ce qui aurait conduit & un autre intervalle de confiance de la

TN

& Q

forme [5 — @, %7*]. Méme si cet intervalle est beaucoup plus petit que le précédent, ces deux

intervalles ont exactement le méme niveau de confiance.



