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Le coalescent de Kingman

Exercice 6 : loi des grands nombres et TCL pour la vitesse de
descente de l’infini du coalescent de Kingman

Soit (Rt, t > 0) le coalescent de Kingman issu de la partition triviale {{0}, {1}, {2}, . . .},
et soit Rt = |Rt|. On rappelle que l’on peut construire Rt à partir d’une suite (Tn)n>2 de v.a.
indépendantes, avec Tn de loi exponentielle de paramètre n(n− 1)/2, par la formule

Rt =
∑
n>1

n1{Sn6t<Sn−1}, ∀t > 0,

où
Sn =

∑
k>n+1

Tk, ∀n > 1.

1. Montrer que

E(Sn) =
2

n
,

Var(Sn) =
∑
k>n

4

k2(k + 1)2
∼ 4

3n3
quand n→∞,

E(|Sn − ESn|4) 6
C

n6
,

pour une constante C finie.
(Indication : on remarquera que E(|Tk−ETk|4) = C/k4(k−1)4, et on utilisera des comparaisons
entre séries et intégrales pour obtenir l’équivalent de Var(Sn).)

2. Loi des grands nombres :

a) Montrer que

E

(∣∣∣∣Sn − ESn
ESn

∣∣∣∣4
)

6
C ′

n2

pour une constante C ′ finie. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, en déduire que nSn → 2
p.s.
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b) Soit ε > 0 fixé. Soit l’événement

An =

{
sup

Sn6t<Sn−1

∣∣∣∣ tn2 − 1

∣∣∣∣ > ε

}
.

Montrer que P(lim supnAn) = 0 et en déduire que tRt → 2 p.s. quand t→ 0.
(Indication : on montrera que An ⊂ {|nSn/2−1| > ε}∪{|(n−1)Sn−1/2−1| > ε} pour n assez
grand.)

3. Théorème de la limite centrale :

a) Pour tout n > 1, on pose

Zn =
√

3n
Sn − ESn

ESn
.

En calculant la fonction caractéristique de Zn, montrer que Zn ⇒ N (0, 1) en loi.

b) Soit a ∈ R fixé. En déduire que

P(Zn 6 a)→
∫ a

−∞

e−x
2/2

√
2π

dx,

puis que

P
(
R 2

n
+ 2a√

3n3/2
6 n

)
→
∫ a

−∞

e−x
2/2

√
2π

dx

quand n→ +∞.

c) Soit t > 0 fixé. On pose n(t, a) l’entier positif n tel que

2

n
+

2a√
3n3/2

6 t <
2

n− 1
+

2a√
3(n− 1)3/2

.

Montrer que

lim
t→0

P(Rt 6 n(t, a)) =

∫ a

−∞

e−x
2/2

√
2π

dx.

d) Montrer que

n(t, a) =
2

t
+

√
2a√
3t

+O(
√
t)

quand t→ 0.

e) En déduire que √
6

t

(
tRt
2
− 1

)
⇒ N (0, 1)

en loi quand t→ 0.
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La formule d’échantillonnage d’Ewens

Exercice 7 : Preuve d’un lemme du cours

Soit θ > 0, n > 1 et Q1, . . . , Qn des v.a. indépendantes de lois de Poisson de paramètres
θ, θ2 , . . . ,

θ
j . Le but de cet exercice est de montrer que

P

 n∑
j=1

jQj = n

 =
θ(θ + 1) . . . (θ + n− 1)

n! exp(θ
∑n

j=1
1
j )

.

1. Montrer que la probabilité précédente s’écrit

exp(−θ
n∑
j=1

1

j
)

n∑
k=1

α(n, k)θk,

où

α(n, k) =
∑

k1,...,kn>0 t.q.
∑
kj=k,

∑
jkj=n

n∏
j=1

1

jkjkj !
.

2. Soit s(n, k) défini par la relation θ(θ + 1) . . . (θ + n− 1) =
∑n

k=1 s(n, k)θk. Montrer que

s(n, k) = s(n− 1, k − 1) + (n− 1)s(n− 1, k).

3. Montrer que s′(n, k) = Card{σ ∈ Sn : σ a exactement k cycles} satisfait la même relation de
récurrence et en déduire que s(n, k) = s′(n, k).

4. En déduire que s(n, k) = n!α(n, k).

5. Conclure.
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