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Introduction aux marchés financiers

Introduction aux marchés financiers

Les marchés financiers sont en plein essor depuis prés de 40 ans.
L'informatique a largement contribué a les rendre accessibles au “grand
public’. Mais le fonctionnement de ces marchés semble trop souvent
obscur: ces marchés sont-ils uniquement régis par la chance, la
spéculation 7 Comment les acteurs déterminent-ils le prix des actifs
échangés ?
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Définition :
systéme permettant 3 des agents économiques de mettre des capitaux et
d'autres moyens financiers a la disposition d'autres agents économiques.
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Introduction aux marchés financiers IR EERETZE EER T EN TGS

Réles des marchés financiers

1 mettre en relation directe les demandeurs et les pourvoyeurs
de fonds présents dans un économie donnée.

dans un but d’allocation de capital et de financement de |'économie

Economie de marchés financiers: les entreprises qui cherchent des
fonds font appel directement aux marchés financiers par I'emission
d'actions ou d'obligations.

2 permettre de gérer les risques économiques et financiers

en permettant aux intervenants de les échanger ou de les mettre en
commun grace a |'utilisation de produits plus ou moins complexes.
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Introduction aux marchés financiers Réle des marchés financiers

Rien n'est pire pour un manager que de voir les bénéfices d’'une
transaction réduits a4 néant en raison d'une forte variation du cours d'une
devise étrangere. (...) La valeur des flux en devises d’une entreprise est
beaucoup moins stable que par le passé en 'absence de couverture.

Les Echos.

D'apres une étude récente (Wharton School, Pennsylvania), environ 40%
sociétés interrogées ont déclaré avoir une politique de couverture.
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Introduction aux marchés financiers IR EERETZE EER T EN TGS

Risque de transaction ou risque de change :

m une société A (américaine) vend du matériel 3 une société B
(britannique) pour un montant de 100.000 livres

m taux de change & la signature du contrat: 1,60 dollar pour 1 livre.

m A enregistre une créance de 160.000 $.

m le taux de change tombe a 1,50 $ pour 1 livre sterling a la date de
réglement

m A enregistre en comptabilité un encaissement de 150.000 dollars et
une perte de 10.000 dollars.

La société doit donc se couvrir (plusieurs possibilités)

Bien d'autres risques financiers peuvent étre supportés par le marché :
m risque de taux
m risque de contrepartie ou risque de défaut
B risque pays
m risque de liquidité
m risque climatique...
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Réle des marchés financiers
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Introduction aux marchés financiers Les différents types de marchés

Les différents types de marchés

m Les marchés de gré a gré : ni reglementés, ni localisés, il s'agit de
négociations bilatérales directement entre institutions financiéres.
Sujet au risque de contrepartie.

Parmi ces marchés, il y a le marché interbancaire , ol les banques
(banques centrales comprises) s'échangent des emprunts ou des préts
a court terme. Les taux pratiqués sur ce marchés (ex : 'EURIBOR)
sont considérés comme stables et peu risqués.
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Introduction aux marchés financiers Les différents types de marchés

Les différents types de marchés (suite)

m Les marchés organisés : reglementés et localisés, avec des
organismes gérant différents risques (chambre de compensation,
AMF : Autorité des Marchés Financiers...).

m Le marché primaire ou marché du neuf : émission de titres (actions,
obligations) a un cours fixé par I'émetteur.

m Le marché secondaire ou marché de |'occasion : c'est la bourse, ot
s'échangent les valeurs mobiliéres déja émises, et ol les cours
fluctuent en fonction de I'offre et la demande.

Le marché boursier francais est centralisé :

Les prix sont établis en fonction de |'offre et la demande. Les négociateurs
(intermédiaires financiers membre d'Euronext) entrent les ordres de leurs
clients dans le carnet d'ordres d'Euronext Paris qui permet de confronter
I'offre et la demande sur le titre.
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Introduction aux marchés financiers Les différents types de marchés

Exemple : Soit la feuille de marché pour I'action suivante :

Demande Offre

Cumul Quantité  Prix Prix  Quantité Cumul
300 300 tout tout 400 400
1400 1100 155,8 | 155,55 200 600
2100 700 155,7 | 155,6 250 850
3100 1000 155,6 | 155,65 500 1350
4000 900 155,5 | 155,7 850 2200
6000 2000 155,4 | 155,85 2000 4200

Le cours d'équilibre est 155,7 euros (maximise le nombre de transactions:
2 200 actions offertes et 2 100 demandées).

100 actions offertes a 155,7 euros ne trouveront donc pas preneur, ce
seront les derniéres arrivées sur le marché.
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Introduction aux marchés financiers Les produits échangés

Les produits échangeés

En plus des devises et des matiéres premiéres (métaux, pétrole, aliments),
3 grandes familles d'actifs s'échangent sur les marchés financiers.

Actions

m Titre de propriété représentant une fraction du capital d'une
entreprise et donnant a son porteur le droit de vote aux assemblées,
le droit a I'information et aux bénéfices.

m Sa valeur nominale représente la part de capital correspondant a
I'action.

m Son prix est le résultat de I'offre et la demande.

exemple de 'action EDF

exemple de I'action Areva
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Introduction aux marchés financiers Les produits échangés

Obligations

Titre financier qui matérialise I'engagement d'un emprunteur envers un
préteur qui, en contrepartie, met des fonds a sa disposition.

Cet engagement prévoit un échéancier de flux financier, les modalités de
remboursement des fonds et un mode de rémunération.

PRINCIPAL +
COUPON COUPON COUPON COUPON COUPON COUPON

DUREE DE VIE JUSQU'A L'ECHEANCE ECHEANCE

PRINCIPAL
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Introduction aux marchés financiers Les produits échangés

Exemple: I'obligation assimilable du Trésor 4.75% 25/4/2035,
dont la détention unitaire (on dit aussi : valeur nominale) est d'un euro,
est un contrat par lequel la République francaise s'engage a verser au
détenteur du dit contrat :
m chaque année le 25 avril 0,0475 euro (4,75% d'un euro), entre
maintenant et le 25 avril 2035 inclus,

m plus 1,00 euro le 25 avril 2035.

Le prix auquel ce contrat se négocie actuellement est la valeur actuelle de
I'obligation.

Autres exemples : Société Générale  Obligations d'Etat grecques
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Introduction aux marchés financiers Les produits échangés

Les contrats a terme ou produits dérivés

Les contrats & terme servent a acheter ou a vendre un instrument
sous-jacent & un moment précis dans le futur et a un prix donné. Le
sous-jacent peut étre une (ou des) action(s), une obligation, des matiéres
premiéres, des devises, des taux d'intérét, voire méme d'autres produits
dérivés.
m Acheter (prendre une position longue, long) un contrat a terme vous
engage a acheter I'actif sous-jacent a une date ultérieure.
m Vendre (prendre une position courte, short, a découvert) un contrat a
terme vous engage a vendre |'actif sous-jacent a une date postérieure.

Les contrats classiques sont:

1 les forwards
2 les futurs

3 les options
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Introduction aux marchés financiers Les produits échangés

forward - futur - option

m contrat d'achat ou de vente d'un actif (sous-jacent) & une date
future fixée (maturité) pour un prix convenu a I'avance.

m passé entre deux institutions, de gré a gré, ne s'échange pas sur le
marché

Exemple : le ler avril, contrat forward pour 100 oz (once) d'or le ler
juillet 2 450 $ oz

L'individu en position long fait des profits lorsque le prix du sous-jacent
augmente.
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Introduction aux marchés financiers Les produits échangés

forward - futur - option

m contrat de vente ou d'achat A une date future fixée d'un sous-jacent
pour un prix fixé a I'avance (comme les forwards)

m actifs négociables sur les marchés

Exemple : le Winefex (Bordeaux) lancé par Euronext.

m sous-jacent: vin de Bordeaux primeur choisi parmi des appellations
connues (Saint-Estéphe, Margaux,...)

m quantité 5 caisses de 12 bouteilles de 75cl
m cotation en Euro par bouteille

m variation minimale du cours: 0.1 Euro / bouteille soit 6 Euro /
contrat

m échéances: Nov., Mars, May, Juil., Sept.

m liquidation du contrat: livraison effective ou bien cash au prix de
cléture
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Introduction aux marchés financiers Les produits échangés

forward - futur - option

Large gamme de produits trés différents
La grande différence entre les options et les futurs :

- le contrat forward ou futur établit I'obligation d'acheter ou de vendre a
la maturité.

- I'option donne le droit d'acheter ou de vendre a la maturité.

Exemples fondamentaux:

m |'option d'achat (call) donne a son détenteur le droit d'acheter a une
date future un actif pour un prix déterminé a |'avance.

m |'option de vente (put) donne a son détenteur le droit de vendre a
une date future un actif pour un prix déterminé a I'avance.
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Introduction aux marchés financiers Les produits échangés

forward - futur - option

Exemple: option d'achat jusqu'au ler juillet de 100 actions de Alcan a
20 $ I'action.

Prix spot Alcan: 21 $ I'action
Prix de I'option 132 §.

On distingue les options suivant la date d’exercice:

m option européenne elle peut s'exercer le jour de sa maturité

m option américaine elle peut s'exercer 3 n'importe quel moment avant
sa date de maturité.

Comment déterminer la valeur d'une option ?

Quel est son prix raisonnable ?

Comment prendre en compte les différents types de risque 7
Peut-on prévoir et estimer les prix des actifs 3 moyen terme 7
Quel modéle de prix utiliser pour appréhender I'aléa ?
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(R Y SCSRERTT LTI Ml Description d’'un modéle

Comment définir un modéles pour les prix
dans le contexte de la finance de marché ?

Comment évaluer les prix des produits
dérivés dans un tel modéle ?

m modéles a une période
m modéles multipériodes

m modéles courants

LES MODELES A UNE PERIODE

m définition et structure d'un modéle
m arbitrage et autres considérations économiques

m évaluation des contrats financiers et complétude des marchés
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Les modéles & une période Description d'un modéle

Définition et structure d'un modéle
Différents éléments d’'un modéle a une période:
1 deux dates (la période): t =0 et t = 1 (maturité)
2 des scenarii décrivant le futur Q = {wy,wo, ... ,wk}
3 chaque scenario se réalise avec une probabilité strictement positive
P sur Q telle que P(w;) > 0 et Zf-;l P(w;) = 1.
4 un actif sans risque appelé numéraire
ac1’:if théorique qui rapporte le taux d'intérét sans risque (emprunts
d'Etat a court terme).

Il est déterministe. Sa valeur est connue a |'avance (non corrélé avec
les autres actifs).

Noté Sp(t), on définit son rendement r par Sp(1) = So(0)(1 + r).
Placer 1 Euro dans un actif sans risque de rendement 4 %: en fin de
période 1 x (1 4 0.04) = 1.04 Euro.
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Les modéles & une période Description d'un modéle

5 un processus de prix S = {S(t): t=0,1} ou
St = (S1(2), Sa(t), ..., Sn(t)) avec Sy(t) le prix du niéme actif au
temps t.

Exemple: CAC40 : pour chaque actif, considérer la valeur 3 t = 0 et sa valeur a

I'instant final (1 an par ex.)
Sp valeur de I'action Accor: 51(0) = 24.08,
S, valeur de I'action Air Liquide: S3(0) = 90.26,

S4o valeur de I'action Vivendi: S40(0) = 15.95.

Les valeurs & t = 0 sont entiérement déterminées. Celles en fin de période sont
inconnues de |'investisseur (données aléatoires)

L’investisseur se donne un modéle, c.-a-d. différents scenarii qui se réalisent
suivant la probabilité IP.
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(R Y SCSRERTT LTI Ml Description d’'un modéle

Exemple de modéle : Sp(0) =1, r = 0.04,

n | Sn(0) Sa(1)

w1 wy w3
1 5 6 6 4
2 10 4 8 8
3 7 5 6 5
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Les modéles & une période Description d'un modéle

stratégie d'investissement

La stratégie d'investissement est définie & partir du portefeuille
H= (H(), Hl,...,HN), ou
m Hy est la quantité d'euros investis dans I'actif sans risque
m H, est le nombre d'unités du niéme actif présentes dans le
portefeuille.
H, peut étre positif ou négatif (cas d'un emprunt ou d'une position de
vente short).

Valeur initiale du portefeuille d'investissement:

N
Vo = _ HnSa(0).
n=0

Valeur finale (aléatoire) du portefeuille:

N
Vi=3" HaSa(1).
n=0
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Les modéles & une période Description d'un modéle

On définit également le gain obtenu par I'investisseur :

N
G=Vi—Vo=> HpAS, ot AS,=S5,(1)— S5,(0).
n=0

Par ex. avec H = (1,—1,1,2), S9(0) =1, r = 0.02 et

n | 5,(0) S(1)
w1 wo w3  Wa
1 5 6 6 4 5
10 | 4 8 g8 11
3 7 5 6 5 8

alors Vp=1%x1—-1%5+1%10+2%7 =20 et V7 vaut:

w1 w2 w3 w4
Vi | 9.02 15.02 15.02 23.02
G | -10.98 -498 -498 3.02
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Les modéles & une période Description d'un modéle

Actualisation

La valeur des actifs et le gain d'un portefeuille doivent étre actualisé,
c.-a-d. exprimé par unité d'actif sans risque a la date considérée.
On définit les prix actualisés des actifs :

_ Sa(1)
So(t)

Le prix de I'actif sans risque est alors constant sur la période

55(0) = S5(1) = 1.

De méme, on définit la valeur actualisée du portefeuille et le gain

actualisé :

Se = (So(t),--, Sn(t)) ou  Sp(t)

% :H0+2N:H Si(t) = Ve
t n=1 o So(t)
N N
Sn(1)  Sa(0)
G*=Y H,ASY =D H, (L - = Vi -\
nz_; z_; (50(1) 50(0)> 1= %0
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Les modéles & une période Description d'un modéle

Exemple: k=3 r=1/9 et N =2 avec 5(0) = 1.

n | Sn(0) 5n(1) 5,(0) S5n(1)
w1 w2 w3 w1 Wy w3
1 5 60/9  60/9  40/9 5 6 6 4
2| 10 |40/3 80/9 80/9 10 |12 8 8
On choisit la stratégie d'investissement H = (6,1, —1)
alors Vo = Vj =1et
w1 w2 w3
Vi | 0 40/9 20/9
Vil o 4 2
G | -1 31/9 11/9
G* | -1 3 1
Ecole des Mines de Nancy 2021-2022
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(IR TYe S ST W TS TY. [l Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Contrainte économique

Exigence d'un modéle de marché : le modéle est irréaliste si un
investisseur trouve une stratégie qui lui fait gagner de I'argent a coup siir
quel que soit le scenario

» explosion du prix des actifs.
® disparition rapide de telles stratégies qui gagnent & coup sir.

Stratégie dominante: une stratégie H est dominante s'il existe une
autre stratégie H telle que

Vo=Vy et \71>\71

pour tous les scenarii.

Ex: r=0et Sy = 1: n | S,(0) Sn(1)
H=(2,1,-1), H=(7,2,-2) wi Wy ws
Vo=Vy=-3etVi=1,30u [1|] 5 |6 6 4
5 V4 =—1, Oou —2 2/ 10 |9 8 8
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(IR TYe S ST W TS TY. [l Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Résultat:

Il existe une stratégie dominante < il existe une stratégie H vérifiant
Vo =0 et Vi > 0 pour tous les scenarii.

Dans |'exemple précédent, cette stratégie est H = (5,1, —1) qui donne le
résultat: Vo =0et Vi =2, 3oul.

B ceci n'est pas raisonnable !

® on refuse |'existence de toute stratégie dominante dans un modéle de
prix.
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(IR TYe S ST W TS TY. [l Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Mesure de valorisation universelle

Définir le prix d'un contrat financier c'est essayer d'obtenir un résultat
similaire a I'aide d'une stratégie d'investissement et évaluer la valeur

initiale d'un tel portefeuille.

» | faut pouvoir relier de facon universelle les résultats en fin de période
a la valeur du portefeuille en début de période.

Ex. On veut un portefeuille n | S5:(0)

V" = 3 pour le scenario wy,

4 sur le scenario wo 1

et 6 sur le scenario ws.

Stratégie d'investissement (12, —1, —1/4)
Valeur initiale du portefeuille 4.5 euros.

N. Champagnat (IECL et Inria) Ecole des Mines de

S (1)
w1 w2 w3
5 6 6 4
10 12 8 8
Nancy 2021-2022

29 / 108



(IR TYe S ST W TS TY. [l Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Une mesure de pricing linéaire (ou mesure de valorisation universelle) est
définie par m = (w(w1),...,m(wk)) (avec m > 0) satisfaisant:
pour toute stratégie H

Vo= m@)Vi(w) =) m(w)Vi(w)/So(w)-

Résultat

weN

weN

m mesure de pricing < 7 probabilité satisfaisant

5:(0) =Y 7(w)Sy(1)(w)-

we
n | (0 5 i;(l) . Ex. la probabilite
7 = (1/2,0,1/2) est une
1 5 6 6 4 o
>T 10 12 8 5 mesure de pricing linéaire.
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Les modéles & une période Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Résultat

Il existe une mesure de pricing < il n'existe pas de stratégie dominante.

Trouver une mesure de pricing revient a trouver
un point de vue particulier sous lequel les prix des
actifs en début de période s'expriment comme une
moyenne des valeurs des actifs en fin de période.

Remarque : La mesure de pricing ne dépend en
aucune fagon des valeurs précises de P(wj).

loi du prix unique (plus faible): un modéle vérifie la loi du | prix unique
s'il n'existe pas deux stratégies differentes H et H telles que V4 = V4 pour
tous les scenarii et Vo > V.

» aucune ambiguité sur le prix d'un contrat.
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(IR TYe S ST W TS TY. [l Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Résultat

Existence d'une mesure de pricing = loi du prix unique.

En effet, s'il existait deux stratégies H et H telles que V4 = V; et
Vo > W, alors la stratégie définie par H, = H, pour 1 < n<N et

n o— 1
Ho= Fo— 0= 0

est une stratégie qui domine H.

51(0) | 51(1)
Exemple : Sp(0) =1, r =1, w1 wo
10 |12 8
Il existe toujours une seule stratégie telle que Vi = X, solution du systéme
2Hy + 12H; = X(wl)
2Hy +8H; = X(WQ).

Or, la stratégie H = (10, —1) vérifie Vo = 0 et Vi = (8, 12).
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(IR TYe S ST W TS TY. [l Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Exemple: On considére 3 actifs risqués: I'action Danone (BN.PA),
I'action BNP Paribas (BNP.PA) et I'action Carrefour (CA.PA).
L'actif sans risque a un rendement de 1.5%

Modéle de prix

5n(0) Sn(1)

w1 wo w3 W4
BN.PA | 423 | 43.1 38.3 42.2 43.1
BNP.PA | 52,4 | 51.2 51.2 54.3 50.8
CA.PA | 335 | 35.0 31.0 34.5 36.2

Pour actualiser les prix il faut multiplier S,(1) par 1/1.015 ~ 0.985.

N. Champagnat (IECL et Inria) Ecole des Mines de Nancy 2021-2022 33 / 108



(IR TYe S ST W TS TY. [l Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Prix réels:

Sn(0) Sn(1)
w1 w2 w3 W4
BN.PA 423 | 43.1 38.3 42.2 43.1
BNP.PA | 52.4 | 51.2 51.2 54.3 50.8
CA.PA 33.5 | 35.0 31.0 34.5 36.2
Prix actualisés:
5,(0) 5,(1)
w1 W w3 wa
BN.PA 423 | 42,5 37.7 41.6 425
BNP.PA | 52.4 | 50.4 50.4 53.5 50.0
CA.PA | 335 | 345 30.5 34.0 35.7
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Les modéles & une période Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Existe-t-il une stratégie dominante 7
Pour cela il suffit d'étudier I'existence d'une mesure de pricing universelle
7w = (w1, m2, 73, m4). Si elle existe elle vérifie

42 511 + 37.7mp + 41.67w3 + 42.5m4 = 42.3
50.471 4+ 50.475 + 53.573 + 50.0m4 = 52.4
34.5m1 + 30.5m + 34.0mr3 4+ 35.7m4 = 33.5
T4+ m+m3+mg=1

Ce qui est équivalent a

—4.8m, —0.973 =-0.2
3.1773 —0.47‘[‘4 =2
—47T2 —0.57T3 +1.27['4 =1
T+ +73 +74 =1
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Les modéles & une période Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

—4.87m>

—4my

T+

—4.87m>

4.8

—14.887>

4.8mq

—0.973
3.1m3
—0.573
+m3

—0.973
3.1m3
1.2m3
+3.973

—0.973
3.1m3

+3.973

=-0.2
—0.47T4 =2
+1.2m4 = -1
74 =1
=-0.2
—0.47‘(‘4 =2
+5.76m4 = —4
+4.8m4 =46
—0.3674 =1.18
—0.47T4 =2
—18.336m4 = 14.8
+4.8m4 =4.6

On en déduit 74 ~ —0.807 puis 73 ~ 0.541, m =~ —0.060 et m; ~ 1.326.

N. Champagnat (IECL et Inria)

Ecole des Mines de Nancy
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(IR TYe S ST W TS TY. [l Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Conclusion : il existe une stratégie dominante. Le modéle considéré n’est
donc pas viable économiquement.

» Trouver un “bon modéle” revient donc a le tester en résolvant un
systéme d'équations a plusieurs inconnues :

m le nombre d'inconnues correspond au nombre de scénarii

m le nombre d'équations correspond au nombre d’actifs dans le
modéle (actif sans risque compris: N + 1)

Il est plus facile d'avoir un modéle sans stratégie dominante avec un grand
nombre de scenarii.
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(IR TYe S ST W TS TY. [l Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Il faut cependant exiger davantage d'un modéle de prix : I'absence de

stratégie dominante ne suffit pas.

Troisiéme contrainte économique : absence d'opportunité d'arbitrage

Une opportunité d'arbitrage est une stratégie H telle que

] VOIO,

m V4 > 0 pour tous les scenarii,
m E[Vi] = > eqPw)Vi(w) >0

» || faut refuser toute opportunité d'arbitrage, sous peine d'explosion de

prix

Exemple : On choisit r = 0.

opportunité d'arbitrage.

n | 5;(0) Sn(1)
w1 w2 w3

1] 5 |6 6 4

2] 10 |12 8 8

N. Champagnat (IECL et Inria)

Ecole des Mines de Nancy

La stratégie H = (0,2, —1) est une

Valeur du portefeuille: V4 = 0 ou 4.
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(IR TYe S ST W TS TY. [l Absence d’arbitrage et autres contraintes économiques

Résultat:

s'il existe une statégie dominante alors il existe une opportunité
d'arbitrage. La réciproque est fausse.

PAS D'ARBITRAGE

PAS DE STRATEGIE DOMINANTE

LOI1 DU PRIX UNIQUE

Quelle condition sur la mesure de valorisation universelle 7
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Les modéles & une période Probabilité risque neutre

Probabilité risque-neutre :

Une probabilité risque neutre est une mesure de pricing Q satisfaisant:
Q(w) > 0 pour tout scenario w € Q.

Rappel : pour r =0, H=(0,2,-1)

n | 5;(0) Sa(1) est une opportunité d'arbitrage alors
w1 W2 w3 qu'il existe une mesure de valorisa-
1] 5 |6 6 4 tion universelle 7 = (1/2,0,1/2),
2 10 |12 8 8 mais pas de probabilité risque-
neutre.
Résultat :

Il n'y a pas d'arbitrage < il existe une probabilité risque neutre
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Les modéles & une période Probabilité risque neutre

L'existence d'une probabilité risque-neutre est le critére de qualité

essentiel pour tout modéle de prix.

Quelques exemples : Exemple 1 : r =1/9,

n | Sn(0) | Sn(1) n | 5;(0) | S5(1)

w1 w2 w1 w2
0| 1 [10/9 10/9 o 1 |1 1
1 20/3  40/9 1 4

®» Existe-t-il une opportunité d'arbitrage ?
®» Trouver la probabilité risque neutre : gy, go strictement positifs avec
q1+ g2 = 1, tels que

St(D(wn)a + S;(1)(w2)gs =5, cad 61 +4gp = 5.

Solution : une seule mesure de probabilté : g1 = 1/2 = q».

Ecole des Mines de Nancy 2021-2022 41 / 108
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Les modéles a une période Probabilité risque neutre

Exemple 2 :
n | 5;(0) 5;(1)
w1 wo w3
0 1 1 1 1
1

Dans ce cas, la probabilité risque neutre doit satisfaire les relations:
5=06q1+4q2+3q3 l=q+q+aqgs

Trois inconnues et deux équations = infinité de possibilités.
G2=2-3qetqg=-1+2q
Ondoitavoir0< gp<letO0<g3<1=1/2<¢q <2/3.

Pour tout 1/2 < A < 2/3, Q = (A,2 — 3\, —1 + 2)) est une PRN.

Il existe une infinité de probabilités risque-neutre

N. Champagnat (IECL et Inria) Ecole des Mines de Nancy 2021-2022 42 / 108



Les modéles & une période Probabilité risque neutre

Exemple 3 :
n| 5;(0) 5,(1)
w1 Wy w3
0 1 1 1 1
1 6 4
2 10 12 8 8

Une proba risque neutre Q = (g1, g2, g3) doit satisfaire

5=06q1+ 6q2 +4q3

10 = 12q; + 89> + 8g3

l=q1+ g+ g3

Seule solution g1 = g3 = 1/2 et
g> = 0, ~ pas de probabilité risque
neutre et donc existence d'une op-
portunité d'arbitrage :

H = (0,4, -2).

Pour ce portefeuille Vi =0 ; Vi = 0 pour les scenarii 1 et 3 et Vi =8

pour le scenario 2.

Ecole des Mines de Nancy

2021-2022

43 / 108



Les modéles & une période Probabilité risque neutre

Conclusion

Trois possibilités :
m il existe une unique probabilité risque neutre
m il existe une infinité de probabilités risque neutre

m il n'existe aucune probabilité risque neutre.

PAS D’ARBITRAGE

PAS DE STRATEGIE DOMINANTE

LOI DU PRIX UNIQUE
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[ TYe (S SR W W EG TS Ml Valorisation d'un contrat financier

Evaluation des contrats financiers

Un modéle de prix économiquement viable étant donné, il s'agit de
calculer le prix des contrats a terme (forward, futur, option).

On appelle payoff le gain du contrat obtenu en fin de période (sans tenir
compte du prix du contrat).

Exemple : r =0,

n| 5:(0) Sx(1) Quel prix pour le contrat de
w1 Wy w3 payoff:
1 5 6 6 4 w1 w2 w3
10 12 10 9 X0 2 1

Trouver une stratégie qui génére X (on dit aussi
&%  que le contrat est duplicable), c.-a-d. Vi = X.
% Solution : H=(6,1,—1) et \p = 1.
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(R Y S CCRERTT W LTI Ml Valorisation d'un contrat financier

6000 T

g

5500

Comment évaluer le prix du contrat de payoff X 7
— Si le contrat est duplicable alors le raisonnement suiv-
. ant s'applique:

5000

AS00

AQOO ~ W >

1 sile prix du contrat p satisfait p > Vj alors on

m vend le produit financier
m investit dans la stratégie de réplication H.

Gain: p— V4. A la fin de la période, on doit founir au client X mais
on recoit X par H.
Bilan: p — V{ euros.

2 si p< V alors on

m suit la stratégie —H
m achéte le produit financier au prix p.

Gain: Vg —p>0.
3 si p= Vj on ne peut créer aucun profit sans risque.
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[ TYC S SR I PR EYE TS Ml Valorisation d'un contrat financier

Evaluation des contrats
Valorisation d'un contrat financier duplicable de payoff X, dupliqué par la
stratégie H :

m Si la loi du prix unique est vérifiée alors le prix du contrat est

N
Vo = HoSo(0) + Y _ HnSa(0)
n=1

m Sous la condition d'absence d'arbitrage, le prix est

Eg[X/So(1)] ot Q est la proba risque neutre.

Remarque : Le prix d'un actif financier ne dépend pas de la probabilitée P
de réalisation de chaque scenario, mais seulement de la probabilité risque
neutre.
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[ TYe (S SR W W EG TS Ml Valorisation d'un contrat financier

Pour valoriser un contrat financier, il faut donc:

m vérifier que le contrat est duplicable

m calculer la stratégie de réplication ou la probabilité risque neutre.

Exemple : k=2, N=1etr=1/9.

n | Sn(0) | Sn(1) n | 55(0) | S5(1)
w1 wy wip w2
1 | 10/9 10/9 1 1 1
1 20/3  40/9 1
Pour un payoff | prix du contrat est égal a
PR Eol&]=21x7x 3 +1x2x 2 =405
X| 7 2 Ql's, 2 10 T2 10

X est duplicable: %0 Ho + % Hy =7 et %0 Ho + %0 H,
H = (—7.2,2.25), et on a bien V = 4.05.

N. Champagnat (IECL et Inria)

Ecole des Mines de Nancy

= 2 a pour solution
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[ TYe (S SR W W EG TS Ml Valorisation d'un contrat financier

Stratégie de couverture

Le vendeur qui propose le contrat financier doit &tre en mesure de fournir
le payoff attendu par son client en fin de période.
Comment s'y prend-t-il 7

m il vend le produit au prix de 4.05 euros

m il emprunte 7.2 actifs sans risque (7.2 +4.05 = 11.25 = 5% 2.25
euros)

m il achéte 2.25 actifs risqués Sy au prix de 5 euros.

En fin de période, il a dans son portefeuille:

Vi =225%20/3-7.2%x10/9 =7 pour le scenario wy
Vi =225%40/9 —7.2%10/9 =2 pour le scenario wy

Le vendeur est couvert.
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[ TYe (S SR W W EG TS Ml Valorisation d'un contrat financier

Option d'achat européenne (call)

Payoff line
— — Profitline

Strike
price

Share price at
Lty

On suppose N = 1. Le payoff

du call est donné par:

X

(51(1) = K)+

max{0, S1(1) — K}.

Si le call est duplicable, son prix est Eg[X/So(1)].

En prenant le modéle de prix de I'exemple précédent et K =5, on a

w1

w2

X | 5/3

0

N. Champagnat (IECL et Inria)

X  est

duplicable

d’investissement H

stratégie

= (-3,0.75).

On en déduit que le prix est égal a 0.75
euro (de deux fagons).

Ecole des Mines de Nancy
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[ TYe (S SR W W EG TS Ml Valorisation d'un contrat financier

Option de vente européenne (put)

, Payaff ine
\\ —— Profitline
. 5 Le payoff du put est :
o \.\ N
\\\E_ Option price X = (K — 51(1))+
= max{0,K — 51(1)}.
Strike Share price at
price maturity
Exercice :

1 En prenant le modéle de prix de |'exemple précédent, calculer le prix
du put de strike (ou prix d'exercice) K = 5.

2 Soit C le prix du call de strike K et P le prix du put de strike K.
Montrer que

K

C—P=5(0)~ {7
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Complétude du marché financier

Pour |'évaluation des prix, il est primordial de pouvoir dupliquer le produit
financier étudié.

Un modéle de marché est dit complet si tout payoff X peut étre généré
par une stratégie d'investissement. Sinon le modéle est dit incomplet.

Résultat:

Le modéle de marché est complet <> il existe une unique probabilité
risque neutre

En toute généralité, il n'est pas possible de déterminer le prix dans un
marché incomplet. On ne peut déterminer qu'une fourchette de prix.
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Exemple de marché incomplet :

n | 5,(0) 55(1)
w1 wry w3
1 1 1 1

Pour tout 1/2 < A < 2/3,
Q = (N\2—3\—-142\) est
une proba risque neutre.

Dans ce cas, le marché est incomplet.
En particulier le payoff X n'est pas du-
plicable.

wip W2 W3

X1 6 4 4

(0,1) est alors la stratégie dont le portefeuille V4 donne un résultat
inférieur 3 X avec la plus grande valeur Vg possible, Vg = 5.

(2,2/3) est la stratégie qui donne un résultat V; supérieur a X avec la
plus petite valeur V{ possible c-a-d Vy = 5.33.

Bilan : prix compris entre 5 et 5.33
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(WISY R TGt SOl Définition d’'un modéle

Modéles a plusieurs périodes

m définition d'un modéle a
plusieurs périodes

m martingales et probabilités
risque neutre

m notion d'arbitrage

m valorisation des produits
financiers
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Modéles multipériodes Définition d'un modéle

Le modéle
m 7 + 1 date de trading, t =0, 1, ..., T
m un espace de scenarii Q = {wi,wa,...,wk} (k < o0) décrivant les

différents scenarii possibles entre |'instant initial et I'instant final.
une proba P, avec P(w;) > 0 et Zf-‘zl P(w;) = 1.

un compte bancaire (numéraire, actif sans risque) noté So(t) dont le
rendement sur la période (t — 1, t) est:

re = (So(t) — So(t —1))/So(t — 1) > 0.

Il s’agit d'intéréts composés : si rp = 3.5% et rn = 4%, alors
S0(2) = 1.04 x So(1) = 1.035 x 1.04 x Sp(0) = 1.0764 x Sp(0).

N actifs risqués (par ex. différentes actions d'entreprises données).

Le processus des prix est S; = (S1(t), Sa(t), ..., Sn(t)) avec S,(t) le
prix du niéme actif au temps t.

On rappelle évidemment que tous les prix sont positifs !
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Exemple : modéle a 3

périodes, un actif risqué S;

et 5 scenarii.
L'arbre (graphique) des
correspondant est

9
8
i
5
4 enros
une période

N. Champagnat (IECL et Inria)

prix

; scenario 1
i scenatio 2

« =enatio 3

. zcenatio 4

v Scenaio 5

Si(t)

[
I

[
I

+
Il
N

+
I

w1

w2

w3

w4

Ws

ool ofon

1| O1| 00| OO | OO

1| 01| 00| ©O| ©
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(WISY R TGt SOl Définition d’'un modéle

Exemple : modéle a 3

périodes, un actif risqué S;

et 5 scenarii.

L'arbre (graphique) des prix

correspondant est

9 scenario 1
8 scenario 2
7 scenatio 3
5 scenario 4
4 euros \ scenario 5
_-_—
une période

N. Champagnat (IECL et Inria)

Si(t) | t=0 t=1 t=2 t=3
wi |5 8 9 9
w2 |5 8 9 8
w3 5 8 8 7
ws |5 5 5 5
ws 5 5 5 4

A noter : un investisseur ne connait
que |'historique des prix. A l'instant
t = 2 on peut savoir si I'on se trouve
dans w3 mais il est impossible de savoir
si I'on se trouve dans wy ou plutdt wo
™ filtration
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Modéles multipériodes Définition d'un modéle

Stratégie d'investissement

Une stratégie d'investissement H = (Hy, ..., Hy) est formée de N + 1
processus aléatoires Hy,(t) (un pour chaque actif) avec 1 <t < T.
®» H,(t) nombre d'actifs de type n utilisés dans la période (t — 1, t).

Remarque : H,(t) ne peut se baser que sur I'information disponible au
temps t — 1.

i senario |

st Sur cet exemple, on peut par ex. déter-
 wewics  Miner une stratégie d'investissement qui
permette de ne pas perdre d'argent
=04 quelque soit le scenario et d'en gagner sur
; semaios au moins un scenario.

deuros ;

une période
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Processus valeurs et gains

La valeur V; du portefeuille est:

m pourt=0

Ho(1)S0(0) + H1(1)51(0) + . .. + Hn(1)Sn(0)
mpourt=1,..., T

Ho(t)SO(t) + Hl(t)Sl(t) + ...+ HN(t)SN(t)

Vo: valeur initiale du portefeuille, V;: valeur du portefeuille a I'instant ¢
avant de faire la moindre intervention sur le portefeuille.

En notant AS,(t) = Sp(t) — Sn(t — 1), on définit le gain du portefeuille

N ot
Ge=) > Hy(u)ASy(u), t>1.

n=0 u=1
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(WISY R TGt SOl Définition d’'un modéle

Exemple : r =1/3, 5,(0) = 1, on considére |'investissement :
H(1) = (—3,2) et H(2) = (9,1).

Si(t) [t=0 t=1  t=2 v0 — Ho(1) +5Hi(1) =7
o 2 2 2 Ho(1)(1 + r) + Hi(1)S1(1)
ws | 5 4 6 _{2 * (—3) +8%2=12 (w1, wa),
wa 5 4 3 § ( 3)+4*2:4(Q)3, w4).
169*9 + 9 =25 (wl)
Vo = Ho(2)(L+ r)? + H1(2)S1(2) = { 22 +6 = 22 (w2, w3)

1649 4 3 =17 (wa).
G :{ rHo(1) + 3Hu(1 )—5 (w1, w2)
P Ho(1) — Ha(1) = —3 (w3, wa)

Les gains sur les deux périodes G,: 10 pour wy, 7 pour wp, 19 pour w3 et
—8 pour wy. Notons que Vo # Vo + Gy 77...
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Modéles multipériodes Définition d'un modéle

Stratégie autofinancée

Une stratégie autofinancée est une stratégie ne prenant en compte aucune
entrée ou sortie d'argent aux dates de trading t =1,..., T — 1.

®» 3 chaque date de trading, la valeur du portefeuille avant les
transactions est égale au portefeuille aprés les transactions.

Exemple : r =1/3, 5(0) =1,

Si(t) [t=0 t=1  t=2 N
wi |5 8 9 La stratégie H(1) = (-3,2) et
wr |5 8 6 H(2) = (3,1) si 51(1) =8
w 5 4 6 H(2) = (0,1) sinon,
w3 5 2 3 est autofinancée.
4
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(WISY R TGt SOl Définition d’'un modéle

La valeur du portefeuille pour une stratégie
autofinancée est identique avant et aprés
les transactions : constitution du nouveau
portefeuille pour la période suivante (trad-
ing). Ainsi

Vi = Ho(t)So(t) + Hi(t)S1(t) + ... + Ha(t)Sn(t),
V] = Ho(t + 1)So(t) + Hi(t + 1)S1(t) + ... + Ha(t + 1)S,(2).

Résultat :

une stratégie est autofinancée <= V; = V/ pour tout t =1,2,... T —1
< la valeur du portefeuille satisfait V; = Vg + G; pour tout

t=1,2,...,T.

N. Champagnat (IECL et Inria)
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Actualisation

Les modéles de prix multipériodes doivent étre actualisés : tous les prix
d'actif doivent étre divisés par le prix de I'actif sans risque.

Sn(t) = Sn(t)/S0(t)
Vi = Ho(t) + Hl(t)Sf(t) + ...+ Hu(t)Sp(t), t>1,

G:_ZZH )ASH (),

n=1u=1

ou ASH(u) = Si(u) — Si(u—1). Alors Vi = So( jet:

Résultat :

une stratégie est autofinancée <— V" = V/* pourtout t =1,... T —1

<> la valeur du portefeuille actualisée satlsfalt Vi = Vg + Gt pour tout
t=1,2,...,T.
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(WISY R TGt SOl Définition d’'un modéle

Exemple d’actualisation

= 1/3, rp = 1/8, 50(0) =1.

Si(t) [ t=0 t=1 t=2
w1 5 8 9
w2 5 8 6
w3 5 4 6
W4 5 4 3
Si(t) | t=0 t=1 t=2
w1 5 [ 8%3/4=6]9%(3/4)%(8/9)=9%2/3=6
Wy 5 [8%x3/4=6 6%x2/3=4
w3 5 [4x3/4=3 6%x2/3=4
W 5 [4x3/4=3 3%2/3=2

N. Champagnat (IECL et Inria)
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(WISY R TGt SOl Définition d’'un modéle

Les martingales

Rappel : Dans les modéles a une période, |'important est de déterminer
une proba risque neutre, c.-a-d. une proba telle que les prix en début de
période soient les moyennes des prix en fin de période. Cela se généralise
aux modéles multipériodes.

Une martingale M; est un processus de prix vérifiant:

connaissant les valeurs du processus jusqu'a l'instant t, la valeur
en début de période (t,t + 1) est la moyenne (espérance) des
valeurs en fin de cette période.

E[Mt+1’Mu, u S t] = Mt-

Propriété : E[M;;s|M,, u < t] = M; pour tous s,t > 0.
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(WISY R TGt SOl Définition d’'un modéle

Exemple : Modéle avec un seul actif risqué et 6 scenarii de méme

probabilité P(w;) = P(w2) = P(w3) = ... = P(we) = 1/6.
Si(t) | t=0 t=1 t=2 t=3
w1 7 9 10 13
w> 7 9 10 7
w3 7 9 7 7
w4 7 5 7 10
ws 7 5 7 4
We 7 5 1 1

On montre que S5 est une martingale sous la probabilité PP.

N. Champagnat (IECL et Inria)
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Modéles multipériodes Contraintes économiques et opportunités d'arbitrage

Contraintes économiques

Un modéle sera economiquement raisonnable s'il ne contient aucune
opportunité d’arbitrage, cad une stratégie autofinancée qui permette de
gagner de |'argent sur certains scenarii et qui n'en perd sur aucun scenario.

Définition:
Une opportunité d’arbitrage est une stratégie d'investissement H telle
que

m\p=0

m V>0

m E[Vr] >0

m H est autofinancée.
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Contraintes économiques et opportunités d'arbitrage
Exemple : Modéle a deux actifs : un actif sans risque et un actif risqué.

ler cas : Sp(t) = 1 pour t =

Si(t) | t=0 =1 =2 0,1 et 2. Alors pas d'opportunité
w1 |5 3 9 d'arbitrage.

wa_ |3 8 6 2éme cas : So(t) = (1 + r)* avec
ws |5 4 6 r > 12,5 %, alors on part avec 0
wa |5 4 3 euro, on n'agit pas sur la premiére

période.

Sur la seconde période, on n'agit pas si S1(1) = 4, on agit si 51(1) =8
avec H(2) = (%7 —-1).

m Valeur finale nulle du portefeuille sur w3 et wy
m (1+r)8—9>0 pour wy

m (14 r)8—6>0 pour wy.

» Opportunité d'arbitrage.
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Modéles multipériodes Probabilité risque neutre et martingales

Probabilité risque neutre
Définition:
une mesure de probabilité risque neutre (ou mesure martingale) est une
proba Q telle que
m Q(w) > 0 pour tout scenario w €

m tous les prix actualisés S; sont des martingales sous Q (pour tout
n=1,2,...,N).

Résultat :

Il n'existe pas d'opportunité d'arbitrage <= il existe une proba risque
neutre.
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Modéles multipériodes Probabilité risque neutre et martingales

Exemple : Calcul de la proba risque neutre. r > 0.

les prix sont des martingales ssi

N. Champagnat (IECL et Inria)

Ecole des Mines de Nancy 2021-2022

Eq[Sh(t + 5)|Su; u < t] = 55(t)

Si(t) | t=0 t=1 t=2 pour tous t,s > 0.
w1 5 8 9
w | 5 8 6 5(1+r) = 8[q1 + q2] + 4[g3 + qa]
w3 g i 2 8(1+r) =(9q1 +642)/(q1 + 92)
4 4(1+r) = (6q3 +3q4)/(q3 + qa)
l=g1+q@+qg+aq
( g1 = 1+5r 248r
! 4 3 Si0 < r < 1/8 alors (q1,...,94)
g = #% définit une proba risque neutre.
3 5r 1idr Sir>1/8=12,5% alors g» <0, il
@B ="7 "3 n'existe pas de mesure martingale.
_ 3-5r2—4r
s = 7 ~3

70 / 108



(WY SR TS TG TY Sl Valorisation des contrats financiers

Valorisation des produits financiers

Trouver le prix d'un produit financier de payoff X: mémes arguments que
dans le cas d'une période:

m trouver la stratégie autofinancée dupliquant le produit
m le prix & la date t est la valeur de ce portefeuille a la méme date.

La valeur du portefeuille est aussi une martingale. On peut donc relier la
valeur V{* a la valeur moyenne finale (t = T).

Résultat :

Sous I'AOA, le produit financier de payoff X, de maturité T duplicable par
V' a pour valeur a I'instant t

Vi = ~';(:/(1f) :EQ[.Sb)(<7—) ‘S(u), u< t}

ol Q est la probabilité risque neutre.
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(WY SR TS TG TY Sl Valorisation des contrats financiers

Complétude du marché
Il est primordial de pouvoir dupliquer une option pour connaitre son prix.

On appellera un marché complet si tous les produits financiers
imaginables peuvent étre dupliqués.

Résultat:

Il existe une seule probabilité risque neutre, sous laquelle les prix actualisés
sont des martingales <= le marché sans opportunité d'arbitrage est
complet

Si le marché est incomplet, il suffit de trouver
la stratégie qui donne la plus grande valeur de
portefeuille en fin de cycle minorant la valeur
du payoff de I'option. La valeur de ce porte-
feuille est un minorant du prix. On calcule une
fourchette de prix en cherchant un majorant de
la méme maniére.
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(\IY IR T IIet . CO  Valorisation des contrats financiers

Exemple de prix du call européen : r =0

Si(t) | t=0 1 2 Payoff de I'option
w1 5 8 9 (maturité T, strike 5) :
wy |5 8 6 4 (w1)
w3 |5 4 6 =(51(2) =5)+ = 1 (w2, w3)
wa 5 4 3 0 (ws)
Marché complet : la proba risque neutre est Q = (% +.53)

VOZEQ[X]Z%*4+1—12*1+%*1+%*0:1.
si 51(1) = 8 alors
—EqlX|Si(1) = 8] = 2+4+ 113
si $51(1) = 4 alors
Vi = Eq[X[51(1) = 4] = 3
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(\IY IR T IIet . CO  Valorisation des contrats financiers

Bilan :

Les modeéles a plusieurs périodes décrivent |'évolution des prix de
différents actifs (un actif sans risque, un ou plusieurs actifs risqués)
suivant différents scenarii possibles.

Les modéles économiquement acceptables seront ceux sans opportunité
d’arbitrage, ou de facon équivalente, les modéles ayant une probabilité
risque neutre c.-a-d. telle que les prix sont des martingales sous cette
probabilité.

Tous les modéles proposant des prix positifs et satisfaisant ces conditions
(plus éventuellement la condition de complétude) peuvent étre proposés
pour expliquer les prix observés sur le marché et prévoir les prix futurs.

lls peuvent inclure les fluctuations possibles des prix, mais aussi des
événements extrémes tels les risques de défaut ou de contrepartie.
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Quelques modéles Modéle binomial

Modéle binomial

Les modéles binomiaux ont été d'abord proposés par Cox, Ross et
Rubinstein (1979).

Principe :

m un actif sans risque de rendement r constant sur toutes les périodes
(T périodes): So(t) = (1+r)t
m un actif risqué S1(t), 0 <t < T.

Lors d'une période, |'actif risqué est soit multiplié par (1 + h) (valeur
haute) soit par (1 + b) (valeur basse).

Hypothése restrictive mais modéle intéressant:
m mathématiquement trés simple et permet des calculs explicites
m marché complet

m analogue discret du modéle de Black and Scholes
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Quelques modéles Modéle binomial

s 1+h) ?

st14+
s(l+hy (L+0Y¥ L+b)
s < s(l+h)(1+b)
sty S(L+)(14bY
st14b7

s(1+b)?

A la date t, le prix de I'actif risqué peut prendre les valeurs suivantes:
S1(0)(1 + h)E, S1(0)(1 + h)EY(1 + b), ..., S1(0)(1 + b)t.

Avantage du modéle: 27 scenarii possibles mais T + 1 valeurs possibles
pour |'actif a I'instant T.
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Modéle binomial

Quelques modéles

77 / 108
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Interpretation du modéle multiplicatif:
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Quelques modéles Modéle binomial

Probabilité risque neutre

Pour pouvoir déterminer les prix des contrats en se basant sur le modéle
binomial, il faut calculer la probabilité risque neutre.

Sous cette proba, S;(t) doit étre une martingale.

Soit p la probabilité pour que le prix, sur la premiére période passe de
51(0) a S1(0)(1 + h) et 1 — p la proba que le prix passe de 51(0) a
51(0)(1 + b). Alors la condition de martingale entraine:

1+h 1+b

P51(0)m +(1=p)51(0)5 T 51(0).

Cette équation est équivalente 3 p(h—b)=r— b, d'ou

_r—b
P=0 %

Remarque : condition sur r (b < r < h).
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Quelques modéles Modéle binomial

Probabilité risque neutre

Pour la seconde période, on recommence le méme raisonnement : on note
p la probabilité pour que le prix passe de S1(1) a S1(1)(1+h)et1—pla
proba pour le passage de S1(1) a S1(1)(1 + b).

Comme S5 est une martingale sous la proba risque neutre, on a

1+h 1+b  S(1)

m+(l—p)51(l)(1+r)2 T l+r

pSi(1)

Cette équation est équivalente a

r—b
h—b

p(h—b)=r—b, dou p=

Cette probabilité est identique a celle obtenue sur la premiére période et
ne dépend pas de la valeur de S1(1).
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Quelques modéles Modéle binomial

Les probabilités, a chaque noeud du réseau, de monter ou de descendre
sont identiques, ne dépendent pas de la période ni du prix de départ.
r—nh

h—b

g = Qw) =p"i(1—p)" M, p=

ou N; désigne le nombre de montées total pour le prix actualisé sur le
scenario i et T — N; désigne le nombre de descentes.

Exemple de trajectoires

» famille des modéles binomiaux : la proba que le prix final de I'actif
ait une valeur particuliére est donné par

Q5:(T) = =(0)(1 J;_hk)k(l +b)T) = CEp (1 —-p) T
() ()

Distribution
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Modéle binomial
Evaluation des options
Etude de I'option d’achat européenne (call)
Le payoff du contrat est donné par
X =(5(T) - K)y =max{S5(T) — K, 0}.

La théorie du pricing (AOA) permet de calculer son prix a I'instant t = 0:

CO:IEQ{ X }:( 1

M)~ @ax 7 elGT) =K+l

En utilisant la probabilité risque neutre, on obtient:
T
1 Kk T—k k T—k
—_— 1-— 1+h)“(1+b —K).
77 2 G AT SO AR BT - K,
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Quelques modéles Modéle binomial

En définissant

n=inf{j >0: S1(0)(L+hY(1+b)" — K >0},
le minimum de montées nécessaires dans les T périodes pour &tre in the
money, c'est-a-dire pour faire un bénéfice

» 1) est le plus petit entier supérieur 3 I"(I}:(/((&S))}((llii));)).

Co= 1+r ZC p)TH(S1O)(1 + h)<(1 + B)T ¥~ K)

ET:C <p(1+h) <(1—p)(1+b)>7_h_LTB(T%p)

= 14r 1+ r (1+r)
e p(l+h)y K
On en déduit C0—51(0)B(T,77, oy ) (1+r)TB(Tﬂ77P)

— T k 4k T—k
avec B(T,n,p) = > -, Crp (1 —p)" "
Ecole des Mines de Nancy 2021-2022 82 / 108



Quelques modéles Modéle binomial

Option d’achat européenne

Le prix d'une option d'achat européenne dans le modéle binomial de Cox,

Ross et Rubinstein est donné par

p(1+ h) K
Sl(O)B(T,n, 1+r )_ (1+r)TB(T77I,P)

n=inf{j >0: S;(0)(1+ h)f(1+b)T—f — K >0}

et B(T,n,p ZC pk(l— Tk

Il suffit de connattre les paramétres h, b et r.
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Quelques modéles Modéle binomial

Méthode de résolution pas a pas

Au lieu de calculer directement Cy, on commence par
leprixat=T puis T —1,...

Alinstant T, Cx = (Si(T) — K)+/(L+r)7

Supposons que I'on observe S;(T — 1) alors a I'instant suivant le prix de
I'actif est S$1(T) = S1(T — 1) x (1 + h) avec proba p ou
S1(T) = S1(T —1)* (1 + b) avec proba 1 — p sous la proba risque neutre
conditionnelle.
Ainsi
Cr 1 = Eql(S1(T) = K)+/(L + ) T|Si(T — 1)] = Eg[C3|Si(T — 1)]
De méme C7._, = Eg[(Si(T) — K)4/(1+ )T[Si(T —2)]
= Eg[Eq[CF[S1(T = D][S1(T — 2)] = Eo[CF_4[5:(T —2)].

De proche en proche, on obtient la valeur en t = 0 : arbre
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Quelques modéles Modéle binomial

Il est ainsi possible de connaitre |'évolution du prix de I'option au cours du
temps en fonction de I'évolution du prix du sous-jacent.

Dans le cas d'une option d'achat, le prix de I'option augmente lorsque la
valeur du sous-jacent augmente.

Les modéles binomiaux permettent aussi de quantifier les contrats
financiers de type américain: |'option peut &tre exercée a n'importe quel
moment entre le jour d'achat et |'échéance.

® A chaque noeud de I'arbre (date de trading), se pose la question:

doit-on exercer son contrat immédiatement ou bien attendre un jour
meilleur ?

On fait le choix d'exercer son contrat lorsque le gain moyen futur est
inférieur ou égal au gain actuel. call put
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Quelques modéles Modéle de Black & Scholes

Modéle de Black et Scholes

Le modéle de Black-Scholes est un modéle du marché pour une action,
dans lequel le prix de I'action est un processus stochastique (aléatoire)
continu.

Le modéle de Black-Scholes repose sur un certain nombre de conditions.
pas d'opportunités d'arbitrage

le trading s'effectue en continu

ventes a découvert permises

pas de codts de trading ou de taxes

il est possible d’emprunter ou de placer a un taux sans risque

tous les sous-jacents sont parfaitement divisibles (ex. on peut acheter
1/100e d’action)

m il n'y a pas de dividendes
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(OO LTI EISCI  Modéle de Black & Scholes

On a en choix entre deux méthodes:

B bitir un modéle continu

m couper l'intervalle de temps [0, T], ot T est I'échéance, en N
morceaux et appliquer le modéle binomial discret de Cox, Ross et
Rubinstein.

® choix de la seconde méthode.

La discrétisation du modéle continu impose des périodes de plus en plus
petites: les paramétres du modéles h, b, r dépendent donc de la période.
Pour des petites périodes, le taux d'intéret de I'actif sans risque est
proportionnel a la période.

Comme le taux est trés faible: ce que rapporte un placement sans risque
sur plusieurs périodes est proche de ce qu'il rapporte sur une période
multiplié par le nombre de périodes.
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Quelques modéles Modéle de Black & Scholes

» Rendement de I'actif sans risque ry = %, avec p le rendement
instantané de I'actif. Notons que le prix de |'actif sans risque sur la totalité
de la période de trading [0, T] est multiplié par limy_ ;o0 (1 + ry)V = 7.

B h et b sont les rendements possibles de |'actif risqué sur une période.

5:(T) _ S(T/N) Si(2T/N) 51(NT/N)

51(0) S$1(0)  Si(T/N) 7 S (N—-1)T/N)

Chaque fraction peut prendre la valeur 1 +houl+b

En passant au logarithme, on obtient

"(5im) (5 st i)

$1(0)

Si(T) est la somme de N variables aléatoires
In ( L ) indépendantes de méme loi et de vari-

51(0) 2

ance tres petite notée oy,
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Quelques modéles Modéle de Black & Scholes

51(T)
51(0)
Supposons que NJ,2V (dépendant de h = hy et b = by converge vers 02T
alors o est la volatilité instantannée de |'actif risqué cad I'écart-type de
son log-rendement

y . . 2
Il s'ensuit que In ( ) a pour variance Noy,.

® estimation de la volatilité
Rappel sur le théoréme central limite:

On se donne une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
Ioi notée {Y,,n > 0}. On note m leur moyenne et on suppose que

= Var(Y,) = E[Y?] — m? < cc. Alors en notant Sy = Z,N:l Yn» on
obtlent la convergence en loi:

SN—Nm

TN — N(0,1)
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Quelques modéles Modéle de Black & Scholes

Un théoréme similaire au théoréme central limite nous assume que la
limite lorsque N tend vers l'infini de la somme des logarithmes dans
I'expression ci-dessus converge vers une variable aléatoire gaussienne (loi
normale) de variance o T.

On en déduit donc que Si(T) suit une loi lognormale qui est le résultat
fondamental lié au modéle de Black et Scholes. exemple de Danone

®» Dans la pratique on prendra

(14 ) = (L4 m)e?VTN (14 by) = (1+my)e VTN,
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Quelques modéles Modéle de Black & Scholes

Option d’achat européenne

Le cas continu de Black et Scholes est la limite du prix du modéle
binomial lorsque le paramétre N tend vers l'infini. Pour N assez grand,

pn(1+ hy) K

Co = S1(0)B(N, nw;, T ) — (1+rN)NB(N777NaPN)

On rappelle que B(N,nn, p) = ZLV:W C/\‘,pk(l — p)N_k
avec ny = inf{j >0: S1(0)(1+ hy )Y (1 + by)V = — K > 0} le plus petit
entier supérieur a

In(K/(5:(0)(1 + bn)™))
In((1 4 hn)/(1 4 by))

[l faut donc regarder la limite B(N,ny, pn) lorsque N devient grand.
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Quelques modéles Modéle de Black & Scholes

En fait on peut écrire B comme une probabilité:

B(N,nn,pn) =1 —P(Yn < nn)
ol Yy est la somme de N variables indépendantes de loi de Bernoulli de
paramétre py.

Une variante du théoréme central-limite permet d'obtenir

Résultat

Le prix d'une option d'achat européenne de strike K et d'échéance T est
donné par:

C = 51(0)p(d) — Ke T p(d — o/ T)

o(x) = \/%/ e "2y

_ I(Si0)/K) +pT 1
d= e +5 VT

ou
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Quelques modéles Modéle de Black & Scholes

Remarques:
m résultat similaire pour I'option de vente:
P =Ke?T¢(d + oV T) — S1(0)p(d).
m la formule de parité entre le prix du call et celui du put:
C=P+5(0)—e"TK.

m dépendance par rapport a la volatilité:

Le but d'une option étant de se couvrir contre des risques de hausse
ou de baisse du cours de I'actif, on s'attend a ce que le prix de
I'option augmente avec la volatilité de I'actif risqué. De plus, C tend
vers 51(0) (valeur plafond) quand o croit a l'infini.

pricer

» Recherche de la volatilité implicite.
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Rendement des obligations grecques a trois ans au cours des douze derniers mois
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ALCATEL-LUCENT 246 +124% 246 2.42 247 241 7,680,915
ALSTOM 2934 +1.17% 29.34 29.00 2942 2876 317,343
ARCELORMITTAL 1411 +195% 14.11 1392 1416 13.85 3,120,368
AXA 1037 +3.49% 10.37 9.98 1044 997 3,533,574
BNP PARIBAS ACT.A 33.06 +4.50% 33.06 3235 3350 3200 2,353,356
BOUYGUES 26.04 +1.38% 26.04 2562 26.14 2552 598,006
CAP GEMINI 2542 -1.61% 2542 2571 2594 2516 594,979
CARREFOUR 1691 +138% 1691 16.68 16.98 16.61 1,223,588
CREDIT AGRICOLE 5.93 +3.20% 593 5.80 598 570 3,500,729
DANONE 4526 -2.66% 45.26 4565 4584 4468 1,591,818
EADS 21.84 -0.16% 21.84 21.79 21.88 21.40 413,860
EDF 2044 +121% 2044 2026 20.52 2020 382,071
ESSILOR INTL. 5587 -021% 55.87 55.89 5597 55.51 132,668
FRANCE TELECOM 1239 +1.98% 1239 1212 1244 1207 4,227,313
GDF SUEZ 2060 +0.51% 20.60 2038 2070 2036 1,444,968
L'OREAL 7386 +1.60% 73.86 7260 7390 7235 360,141
LAFARGE 2734 +1.75% 2734 2692 2743 26.66 365,730
LVMH 11535 +0.74% 11535 113.90 115.85 113.60 237,624
MICHELIN 4748 +1.11% 47.48 47.18 4766 46.78 207,024
NATIXIS 2.66 +5.00% 2.66 2.55 267 252 2,531,470
PERNOD RICARD 6212 +1.06% 62.12 61.43 6214 61.04 219455
PEUGEOT 1871 +0.94% 18.71 18.64 18.84 18.40 900,186

PPR 110.00 +1.06% 110.00 108.80 110.00 108.00 69,777
PUBLICIS GROUPE SA 3198 +0.68% 3198 31.74 3212 3158 116,087
RENAULT 26.09 +1.22% 26.09 2595 2630 25.67 570,282

SAINT GOBAIN 3257 +148% 32.57 3210 3277 31.88 524,521
SANOFI 4996 +0.08% 49.96 49.88 50.27 4950 628,989
SCHNEIDER ELECTRIC 4224 +033% 4224 41.91 4237 4165 548,127
SOCIETE GENERALE 20.08 +3.64% 20.08 19.70  20.25 19.50 2,248,945
STMICROELECTRONICS  4.32 +0.96% 4.32 430 434 422 1345630
SUEZ ENVIRONNEMENT 1138 +124% 11.38 1120 1142 1116 139,714
TECHNIP 67.01 +1.70% 67.01 66.22 6740 6599 153,790
TOTAL 3350 +1.98% 33.50 3284 3372 3277 1,951,585
UNIBAIL-RODAMCO 146.15 +1.18% 146.15 144.05 146.50 143.60 98,570
VALLOUREC 6043 +1.46% 60.43 59.51 60.66 59.02 179,530
VEOLIA ENVIRON. 11.06  +245% 11.06 1085 11.14 10.82 858,205
VINCI 3464 +1.09% 3464 34.15 3480 34.02 369,423
VIVENDI 1595 -0.72% 15.95 1590 1598 1570 1,922,660
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IBM Stock Returns (daily)
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Action Danone de mars 2005 a mars 2006
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log de la chronigue
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rendement instantane
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histogramme du rendement de Danone
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