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Dans toute la suite, on adopte la convention de noter X un processus
(Xt, t ∈ R+) ou (Xn, n ∈ N). La notation := signifie que le membre de
gauche de l’égalité est défini par le membre de droite.

Par souci de concision, on écrira dans toute la suite CMTC pour châıne
de Markov en temps continu et CMTD pour châıne de Markov en temps
discret.

Les preuves en plus petits caractères peuvent être omises dans une pre-
mière lecture.

On recommande de se remémorer les propriétés et résultats principaux
sur les CMTD (voir par exemple [2]) avant de poursuivre la lecture.

Pour des références plus détaillées sur les châınes de Markov à temps
continu, on renvoie à [2, 1]. La présentation proposée dans ce document est
en grande partie adaptée de [2].

1 Les matrices de taux de transition et leurs ex-
ponentielles

Soit I un ensemble dénombrable ou fini, qui jouera le rôle de l’espace
d’état de notre CMTC.

Définition 1.1 On note MI(R) l’ensemble des matrices A = (ai,j)i,j∈I à
coefficients réels. Une matrice Q = (qi,j)i,j∈I ∈ Mi(R) est un matrice de
taux de transitions sur I (ou Q-matrice sur I) si

(i) 0 ≤ −qi,i <∞ pour tout i ∈ I ;

(ii) qi,j ≥ 0 pour tout i 6= j dans I ;

(iii)
∑

j∈I qi,j = 0 pour tout i ∈ I.

Dans la définition précédente, le terme général de la série
∑

j∈I qi,j n’est
pas de signe constant, donc il pourrait y avoir une amigüıté sur le sens à lui
donner. Nous adoptons la convention∑

j∈I
qi,j = qi,i +

∑
j 6=i

qi,j ,

dans lequel la seconde série est bien définie car son terme général est positif
ou nul.

On utilisera dans toute la suite les notations q(i) ou qi pour

q(i) = qi := −qi,i, ∀i ∈ I.

Pour tout i 6= j, on appelle qi,j le taux de transition de i vers j, et
qi =

∑
j 6=i qi,j le taux total de saut depuis i.
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Exemple : Soit I = {a, b, c} et Q la matrice de taux de transition

Q =

−3 1 2
2 −2 0
0 0 0

 ,

a

b c

1

22

où la première ligne correspond à l’indice a, la seconde à b et la troisième
à c. Il est souvent commode de représenter cette matrice par le diagramme
ci-dessus, où nous verrons que les flèches correspondent aux sauts possibles
de la CMTC, et les chiffres correspondent aux taux de saut correspondants.

Définition 1.2 On suppose I fini. Pour toute matrice Q ∈MI(R), on note

exp(Q) = eQ =
∑
k≥0

Qk

k!
.

La convergence de cette série est classique [on peut par exemple montrer
que la série est de Cauchy pour une norme d’algèbre sur MI(R)], ainsi que
la proposition suivante, dont nous omettons la démonstration.

Proposition 1.3 Si Q1, Q2 ∈MI(R) satisfont Q1Q2 = Q2Q1, alors

eQ1+Q2 = eQ1eQ2 .

Théorème 1.4 Soit I fini et Q ∈ MI(R) quelconque. Pour tout t ≥ 0, on
pose P (t) = (pi,j(t))i,j∈I = etQ. Alors

(i) (propriété de semigroupe) P (t+ s) = P (t)P (s) pour tout s, t ≥ 0 ;

(ii) (P (t), t ≥ 0) est l’unique solution de l’équation (de Kolmogorov)
forward définie par{

d
dtP (t) = P (t)Q, ∀t ≥ 0,

P (0) = Id;

(iii) (P (t), t ≥ 0) est l’unique solution de l’équation backward définie par{
d
dtP (t) = QP (t), ∀t ≥ 0,

P (0) = Id;
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Démonstration (i) est une conséquence immédiate de la proposition 1.3.
Pour (ii) et (iii), on observe que l’on peut appliquer le théorème de

dérivation sous le signe somme pour obtenir

P ′(t) =
∑
k≥1

tk−1Qk

(k − 1)!
= P (t)Q = QP (t).

L’unicité de la solution des équations forward et backward s’obtient par
exemple avec le théorème de Cauchy-Lipschitz, ou bien en remarquant que
d
dt(M(t)e−tQ) = 0 pour toute solution M(t) de l’une de ces équations. �

Le résultat suivant fait le lien entre les matrices de taux de transition et
les matrices de probabilités de transitions, c’est-à-dire les matrices stochas-
tiques.

Théorème 1.5 Soit I fini et Q ∈MI(R).
Q est une matrice de taux de transition ⇐⇒ P (t) = (pi,j(t))i,j∈I = etQ est
stochastique pour tout t ≥ 0.

Démonstration Prouvons d’abord le sens =⇒. On note 1 le vecteur co-
lonne dont toutes les coordonnées valent 1. P (t) est stochastique ssi ses coor-
données sont toutes positives et P (t)1 = 1. Or, d’après le théorème 1.4 (ii),

d

dt
(P (t)1) = P (t)Q1 = 0,

car Q1 = 0 pour une matrice de taux de transition. De plus, pour a suf-
fisamment grand, la matrice Q + aId a toutes ses coordonnées positives,
donc par la définition 1.2, la matrice exp(t(Q+ aId)) = eatP (t) a toutes ses
coordonnées positives. Ceci conclut la preuve de la première implication.

Prouvons maintenant le sens ⇐=. Lorsque t → 0, on a P (t) = etQ =
Id + tQ + O(t2), donc 1 = P (t)1 = 1 + tQ1 + O(t2), dont on déduit que

Q1 = 0. De plus, pour i 6= j, qi,j = limt→0
pi,j(t)
t ≥ 0. �

2 Première construction (abstraite) d’une CMTC

Soit I fini et Q une matrice de taux de transition sur I. Le théorème
précédent montre que l’on peut construire des CMTD à partir des matrices
P (t) pour n’importe quelle valeur de t. Par exemple, pour tout k ≥ 0, on note
(Xk

n, n ≥ 0) une CMTD de matrice de transition P (2−k) et de loi initiales
λ = (λi)i∈I donnée. D’après les propriétés de base des CMTD, le processus
(Yn, n ∈ N), où Yn := Xk+1

2n , est également une CMTD de loi initiale λ et de

matrice de probabilités de transition P (2k+1)2 = e2
−kQ = P (2k). Ainsi, les

processus (Yn, n ≥ 0) et (Xk
n, n ≥ 0) ont même loi.
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Autrement dit, si on définit Zk
n2−k = Xk

n pour tout k ≥ 0 et n ≥ 0, alors

pour tout k′ ≥ k et pour tout s de la forme n2−k,

Zk
′
s = Zks en loi.

Ceci suggère qu’il existe un processus (Zt, t ∈ R+) qui serait une certaine
limite des processus Zk, tel que Zn2−k = Zk

n2−k en loi pour tout n, k ≥ 0.

De plus, puisque Zk est une CMTD, on a pour tout k ≥ 0, 0 ≤ n0 ≤ n1 ≤
. . . ≤ nm+1 et i0, . . . , im+1 ∈ I,

P(Zknm+12−k = im+1 | Zkn02−k = i0, . . . , Z
k
nm2−k = im)

= P(Zknm+12−k = im+1 | Zknm2−k = im)

=

[(
P (2−k)

)nm+1−nm
]
im,im+1

=
[
P
(

(nm+1 − nm)2−k
)]

im,im+1

= pim,im+1((nm+1 − nm)2−k).

On s’attend alors à ce que le processus limite satisfasse pour tout 0 ≤ t0 ≤
. . . ≤ tn+1 et i0, . . . , in+1 ∈ I,

P(Ztn+1 = in+1 | Zt0 = i0, . . . , Ztn = in) = P(Ztn+1 = in+1 | Ztn = in)

= pin,in+1(tn+1 − tn). (1)

La première égalité de cette équation s’appelle propriété de Markov
(faible 1). La seconde égalité permet une première construction — plutôt
abstraite — d’une CMTC.

Soit Ω0 = IR+ l’ensemble de toutes les fonctions de R+ dans I, muni
de sa tribu cylindrique F0 engendrée par l’ensemble R de tous les cylindres
fini-dimensionnels de la forme

Γt0,...,tn,A0,...,An := {x ∈ Ω0 : x(t0) ∈ A0, . . . , x(tn) ∈ An} ,

où n ∈ N, 0 ≤ t0 ≤ . . . ≤ tn et A0, . . . , An ⊂ I. Lorsque A0 = {i0}, . . . , An =
{in}, on notera par abus de notation

Γt0,...,tn,i0,...,in := Γt0,...,tn,{i0},...,{in}.

Soit i ∈ I fixé. La relation (1) suggère de définir une mesure µ sur R par
la formule

µ(Γt0,...,tn,i0,...,in) := pin−1,in(tn − tn−1) . . . pi0,i1(t1 − t0)pi,i0(t0),

et
µ(Γt0,...,tn,A0,...,An) :=

∑
i0∈A0,...,in∈An

µ(Γt0,...,tn,i0,...,in). (2)

1. La propriété de Markov forte apparâıtra dans le théorème 7.5.
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Proposition 2.1 La fonction µ définie sur R admet un prolongement sur
F0 qui est une mesure, toujours notée µ.

Démonstration Ce résultat découle du résultat suivant, qui est la reformulation
du théorème de Daniell-Kolmogorov dans notre cas, que l’on admettra.

Théorème 2.2 (de Daniell-Kolmogorov) Supposons que pour tout 0 ≤ t0 ≤
. . . ≤ tn, la fonction définie pour tout A0, . . . , An ⊂ I par

µt0,...,tn(A0 × . . .×An) := µ(Γt0,...,tn,A0,...,An)

est une mesure de probabilité sur In+1 (muni de la tribu formée par tous ses sous-
ensembles). Si la famille de mesures (µt0,...,tn , n ≥ 0, t0 ≤ . . . ≤ tn) satisfait la
propriété de

compatibilité : pour tout n ≥ 1, pour tous réels 0 ≤ t0 ≤ . . . ≤ tn, pour tout
j ∈ {0, 1, . . . , n} et A0, . . . , Aj−1, Aj+1, . . . , An ⊂ I,

µt0,...,tn(A0 × . . . Aj−1 × I ×Aj+1 × . . .×An)

= µt0,...,tj−1,tj+1,...,tn(A0 × . . . Aj−1 ×Aj+1 × . . .×An),

alors µ peut être prolongée à F0 = σ(R) par une mesure de probabilité.

Il suffit donc de vérifier que µt0,...,tn définie comme dans (2) est une mesure
de probabilité, et que ces mesures satisfont la propriété de compatibilité. Le fait
que µt0,...,tn est une mesure est trivial par (2). Le fait que c’est une mesure de
probabilité découle du fait que les matrices P (t0), P (t1− t0), . . . , P (tn− tn−1) sont
stochastiques. La propriété de compatibilité est facilement impliquée par le cas où
les Ai sont des singletons, c’est-à-dire par la relation

µt0,...,tn({i0} × . . . {ij−1} × I × {ij+1} × . . .× {in})
= µt0,...,tj−1,tj+1,...,tn({i0} × . . . {ij−1} × {ij+1} × . . .× {in}).

Or, le terme de gauche vaut par définition

∑
ij∈I

n∏
k=0

pik−1,ik(tk − tk−1) =

j−1∏
k=0

pik−1,ik(tk − tk−1)×

∑
ij∈I

pij−1,ij (tj − tj−1)pij ,ij+1(tj+1 − tj)

 n∏
k=j+2

pik−1,ik(tk − tk−1),

avec la convention t−1 = 0 et i−1 = i. La relation souhaitée découle du fait que

P (tj − tj−1)P (tj+1 − tj) = e(tj+1−tj−1)Q = P (tj+1 − tj−1). �

On a donc obtenu une loi µ sur Ω0 = IR+ telle que le processus canonique
Z sur cet espace (défini par Zt(ω) = ω(t) pour tout ω ∈ Ω0) satisfait (1).
Mais il s’agit d’une construction abstraite, peu manipulable.

Tous les résultats de cette sous-section seraient également vrais pour
I dénombrable (notamment le théorème de Daniell-Kolmogorov et donc la
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proposition 2.1), mais la difficulté dans ce cas consiste à définir convenable-
ment les matrices stochastiques P (t), car les exponentielles des matrices tQ
ne sont pas nécessairement bien définies.

Ainsi, la construction précédente ne permet pas de construire une CMTC
en toute généralité. De plus, le processus a été seulement caractérisé par sa
loi, sur un espace abstrait IR+ muni d’une tribu assez grossière (la tribu
cylindrique). En particulier, elle ne permet pas facilement d’avoir des pro-
priétés de régularité des trajectoires de la CMTC (par exemple, sont-elles
càdlàg, c’est-à-dire continues à droite et admettant une limite à gauche en
tout point ?). L’objet de la suite est de construire la CMTC de façon plus
explicite, en commençant par son espace de trajectoires dans la sous-section
suivante.

3 Espace des trajectoires d’une CMTC

Nous allons construire des CMTC dont les trajectoires (Xt, t ≥ 0) sont
constantes par morceaux, continues à droite et admettant une limite à
gauche (noté càdlàg, voir le chapitre sur la convergence des processes sto-
chastiques pour une définition précise) en (presque) tout point, à valeur
dans un espace d’état I ∪ {∂}, constitué d’un ensemble fini ou dénombrable
I et d’un point cimetière ∂ n’appartenant pas à I. Une fonction constante
par morceaux peut être caratérisée par la suite (Yn, n ≥ 0) de ses valeurs
prises dans I, appelée châıne incluse, et par la suite des temps de séjour
(Si, i ≥ 1) à valeurs dans ]0,+∞] pour chacune de ces valeurs (voir figure 1).
Autrement dit, le processus X vaut Y0 pendant une durée S1, puis vaut Y1
pendant une durée S2, etc. Remarquons que les deux suites (Yn, n ≥ 0) et
(Si, i ≥ 1) ne sont plus définies après le premier indice tel que Si = +∞.
Dans ce cas, on convient que l’on complètera les deux suites avec des valeurs
arbitraires. Avec la convention que le processus est càdlàg, ceci conduit à la
formule

Xt = Yn, pour tout t ∈ [Jn, Jn+1[,

où J0 = 0 et Jn = S1+ . . .+Sn, n ≥ 1 sont les instants de sauts du processus
X (J comme jump). Remarquons que, dans le cas où supn Jn < +∞, c’est-
à-dire

∑
i≥1 Si < +∞, la formule précédente ne spécifie pas la valeur de Xt

pour t ≥
∑

i≥1 Si, qui n’est pas caractérisée par les suites (Yn) et (Si). On
appelle

ζ :=
∑
i≥1

Si

le temps d’explosion de X, et on pose par convention Xt = ∂ pour tout
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I

∂ [

[ [

[ [

[ [

[ [

[ [

[ [

[[

[[

Y0

Y1

Y2

ζJ1 J2 J3

S1 S2 S3

0 t

I

∂

[ [

[ [

[ [

[

Y0

Y1

Y2
Y3

J1 J2 J3

S1 S2 S3 S4

0

Figure 1 – Deux exemples de trajectoire d’une CMTC. À gauche, il y a
explosion au temps ζ < ∞ et donc une infinité de sauts sur tout intervalle
]ζ − ε, ζ[, ε > 0. À droite, S4 = +∞, et dans ce cas les valeurs de Y4, Y5, . . .
sont arbitraires et n’influent pas sur la trajectoire de (Xt, t ≥ 0).

t ≥ ζ. Finalement, on définit

Xt =

{∑
n≥0 Yn1{Jn≤t<Jn+1}, pour t < ζ,

∂ pour t ≥ ζ.
(3)

Remarquons que cette limite est continue à droite en tout t ∈ R+ et admet
une limite à gauche en tout t ∈ R∗+ \ {ζ}. Remarquons également la relation
Yn = XJn pour tout n ≥ 0.

Définition 3.1 On définit Ω l’ensemble des trajectoires X obtenues par la
formule (3) à partir de n’importe-quelles suites (Yn) dans I et (Si) dans
]0,+∞]. Comme dans la sous-section précédente, on définit sur Ω la tribu
cylindrique F engendrée par les cylindres fini-dimensionnels

Γt0,...,tn,A0,...,An := {x ∈ Ω : x(t0) ∈ A0, . . . , x(tn) ∈ An} ,

et pour tout t ≥ 0 la tribu Ft engendrée par les ensembles de la forme
Γt0,...,tn,A0,...,An avec tn ≤ t. On obtient alors un espace mesurable filtré
(Ω,F , (Ft)t≥0).

Si on parvient à construire sur cet espace une mesure P telle que

P(Γt0,...,tn,i0,...,in) = pi,i0(t0)pi0,i1(t1 − t0) . . . pin−1,in(tn − tn−1),

alors il s’agira d’un mesure prolongeant la mesure µ comme dans la propo-
sition 2.1, avec la convention que P(Ω0 \Ω) = 0. On aura alors montré qu’il
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existe une version de la CMTC de la sous-section précédente qui est càdlàg
(sauf éventuellement en ζ).

Notons que la loi d’un processus (Xt, t ≥ 0) à valeurs dans Ω muni de la
tribu F est caractérisée par ses marginales fini-dimensionnelles 2, c’est-à-dire
les lois des vecteurs (Xt0 , . . . , Xtn) pour tout 0 ≤ t0 ≤ . . . ≤ tn. Or, d’après
la formule (3), la loi de ces vecteurs est caractérisée par la loi jointe des
suites (Yn, n ≥ 0) et (Si, i ≥ 1). En d’autres termes, on a le résultat suivant.

Proposition 3.2 La loi d’un processus à valeurs dans Ω muni de la tribu
F est caractérisée par la loi jointe de sa châıne incluse et de ses temps de
séjour.

4 Quelques propriétés des lois exponentielles

La proposition suivante est classique et nous laissons sa preuve en exer-
cice.

Proposition 4.1 (absence de mémoire) Les lois exponentielles et la loi
δ+∞ (qui sera par convention appelée dans la suite loi exponentielle de pa-
ramètre 0) sont les seules lois de v.a. T à valeurs dans [0,+∞] telles que

P(T > s+ t | T > s) = P(T > t) pour tout s, t ≥ 0.

Le résultat suivant précise les cas où une somme de v.a. exponentielles
indépendantes est finie.

Théorème 4.2 Soit S1, S2, . . . des v.a. indépendantes telles que Sn suit la
loi exponentielle de paramètre 0 < λn <∞ donné pour tout n ≥ 1.

(i) Si
∑

n≥1
1
λn < +∞, alors P(

∑
n≥1 Sn < +∞) = 1.

(ii) Si
∑

n≥1
1
λn = +∞, alors P(

∑
n≥1 Sn = +∞) = 1.

Démonstration Par convergence monotone, E(
∑
Sn) =

∑ 1
λn

, ce qui
prouve le point (i).

Par convergence dominée, E exp(−
∑
Sn) =

∏
(1 + 1

λn
)−1. En passant

au logarithme, il est standard de vérifier que le produit infini du terme de
droite vaut zéro lorsque la série

∑
n log(1 + 1

λn
) diverge, ce qui est le cas

lorsque
∑

n≥1
1
λn

= +∞. Le point (ii) en découle immédiatement. �

Le résultat suivant donne la loi jointe de l’infimum et de l’argmin d’une
suite d’exponentielles indépendantes.

2. Puisque F est la tribu engendrée par les cylindres fini-dimensionnels et que l’en-
semble de ces cylindres fini-dimensionnels est une algèbre de Boole (ou π-système), c’est
une conséquence du théorème d’extension de Caratheodory.
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Théorème 4.3 Soit I dénombrable et (Tk, k ∈ I) une famille de v.a. in-
dépendantes telle que Tk suit la loi exponentielle de paramètre qk ∈ R+.
Soit q :=

∑
k∈I qk supposé dans R∗+. Soit enfin T = infk∈I Tk. Alors, p.s.,

l’infimum est atteint à un unique indice K tel que T et K sont indépendants,
T suit la loi exponentielle de paramètre q et

P(K = k) =
qk
q
, pour tout k ∈ I.

Démonstration Posons K = ∂ sur l’événement où l’argmin n’est pas
atteint ou est atteint simultanément pour deux indices k ∈ I ou plus. Alors,
pour tout k ∈ I et t ∈ R+,

P(K = k et T ≥ t) = P(Tk ≥ t et Tj > tk pour tout j 6= k)

=

∫ ∞
t

qke
−qksP(Tj > s pour tout j 6= k) ds

=

∫ ∞
t

qke
−qkt

∏
j 6=k

e−qjs ds

=

∫ ∞
t

qke
−qs ds =

qk
q
e−qs,

où la seconde égalités est obtenue en conditionnant par rapport à Tk à
l’intérieur de l’espérance et la troisième égalité découle de l’indépendance
des v.a. Tj , j ∈ I. �

5 Construction d’une CMTC à partir de sa châıne
incluse et de ses temps de séjour

D’après la proposition 3.2, il suffit de caractériser la loi jointe de (Yn, n ≥
0) et (Si, i ≥ 1) pour caractériser la loi du processus stochastique (Xt, t ≥ 0)
à trajectoires dans Ω donné par la formule (3). La châıne incluse Y sera en
fait une CMTD, et les temps de séjours seront exponentiels conditionnelle-
ment au processus Y .

5.1 Définition d’une CMTC

Afin de construire la CMTD Y , définissons sa matrice de probabilités de
transition.

Fixons I un ensemble fini ou dénombrable et Q une matrice de taux de
transition sur I. On définit alors la matrice Π = (πi,j)i,j∈I par

πi,j :=

{
qi,j/qi si i 6= j et qi 6= 0,

0 si i 6= j et qi = 0;
et πi,i :=

{
0 si qi 6= 0,

1 si qi = 0.
(4)
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Proposition 5.1 Si Q est une matrice de taux de transitions, alors Π est
une matrice stochastique.

Démonstration Triviale. �

Exemple : On reprend l’exemple où I = {a, b, c} et Q la matrice de taux
de transition

Q =

−3 1 2
2 −2 0
0 0 0

 ,

a

b c

1

22

Alors la matrice Π et le diagramme de transition de la CMTD corres-
pondante sont donnés par

Π =

0 1
3

2
3

1 0 0
0 0 1

 ,

a

b c

1
3

2
31

1

Définition 5.2 Soit I fini ou dénombrable et Q une matrice de taux de
transition sur I. Un processus (Xt, t ≥ 0) à trajectoires dans Ω (défini dans
la section 3) est une CMTC de loi initiale λ = (λi)i∈I et de générateur
(infinitésimal) Q (ou de matrice de taux de transition Q) ssi

(i) sa châıne incluse (Yn)n≥0 est une CMTD de loi initiale λ et de matrice
de probabilités de transition Π ;

(ii) pour tout n ≥ 1, conditionnellement à Y0, . . . , Yn−1, ses temps de séjour
S1, . . . , Sn sont indépendants de loi exponentielles de paramètres res-
pectifs q(Y0), . . . , q(Yn−1) ;

(iii) si ζ =
∑

i≥1 Si <∞, Xt = ∂ pour tout t ≥ ζ.

Pour tout i ∈ I, on note alors Pi la loi du processus (Xt, t ≥ 0) lorsque
λ = δi (c.-à-d. lorsque X0 = i p.s.) et Ei l’espérance correspondante. Pour
tout mesure de probabilité λ sur I, on note Pλ :=

∑
i∈I λiPi et Eλ l’espérance

correspondante.

Remarquons que le point (iii) de la définition est superflu car il est au-
tomatiquement vérifié pour un processus à trajectoires dans Ω. Puisque la
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châıne incluse Y est à valeurs discrètes, le point (ii) se reformule comme :
pour tout n ≥ 1, i0, . . . , in−1 ∈ I et s1, . . . , sn ≥ 0,

P(S1 ≥ s1, . . . , Sn ≥ sn | Y0 = i0, . . . , Yn−1 = in−1) = exp

− n∑
j=1

q(ij−1)sj

 .

5.2 Constructions algorithmiques d’une CMTC

Cette définition suggère la méthode de simulation suivante pour la CMTC
(Xt, t ≥ 0).

Construction algorithmique 1 Soit (Tn)i≥1 une suite i.i.d. de v.a. ex-
ponentielles de paramètres 1.

1. On tire X0 = Y0 selon la loi λ ;

2. On simule (Yn, n ≥ 0) CMTD de matrice de probabilités de transition
Π ;

3. Pour tout n ≥ 1, on pose Sn = Tn
q(Yn−1)

.

On obtient alors le processus X par la formule (3), où Jn = S1 + . . .+ Sn.

Cette première construction n’est pas pratique car elle sépare la simula-
tion de la CMTD Y et des temps de séjour. Il est facile de vérifier que la
suivante donne la même loi pour les suites (Yn)n≥0 et (Sn)n≥1 (et donc la
même loi pour le processus X).

Construction algorithmique 2 Soit (Tn)n≥1 une suite i.i.d. de v.a. ex-
ponentielles de paramètres 1.

1. On tire X0 = Y0 selon la loi λ ;

2. On pose k = 0 ;

3. On pose Sk+1 =
Tk+1

q(Yk)
, et on tire Yk+1 selon la loi (πYk,j)j∈I ;

4. On pose k = k + 1 et on retourne à l’étape 3.

On obtient le processus X par la formule (3). Il s’agit d’une définition par
récurrence, qui se réalise algorithmiquement par une boucle for ou while.

Le théorème 4.3 permet une construction alternative à la précédente,
qui peut se comprendre de la façon suivante : on associe à chaque prochain
état possible de la CMTC une horloge exponentielle indépendante des autres
dont le paramètre est le taux de transition vers cet état. La première horloge
qui sonne donne alors la date de saut et l’état vers lequel on saute.
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Construction algorithmique 2 Soit (T in)n≥1, i∈I une famille i.i.d. de v.a.
exponentielles de paramètres 1.

1. On tire X0 = Y0 selon la loi λ ;

2. On pose k = 0 ;

3. Pour tout j ∈ I, j 6= Yk, on pose Sjk+1 =
T j
k+1

qYk,j
;

4. On pose Sk+1 = infj 6=Yk S
j
k+1 ;

5. On pose Yk+1 = j si Sjk+1 = Sk+1 ;

6. On pose k = k + 1 et on retourne à l’étape 3.

On obtient le processus X par la formule (3). Remarquons que, d’après le
théorème 4.3, la valeur de Yk+1 à l’étape 5 est bien définie.

Ces constructions justifient les expressions � taux exponentiel de saut de
i vers j � pour la quantité qi,j , et taux exponentiel de saut depuis i � pour
qi.

6 Critères de non-explosion

Théorème 6.1 Si (Xt, t ≥ 0) est une CMTC de générateur Q, alors ζ =
+∞ p.s. si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) I est fini ;

(ii) supi∈I qi <∞ ;

(iii) X0 = i et i est un point récurrent pour la CMTD de matrice de proba-
bilités de transition Π (c.-à-d. pour la châıne incluse).

Démonstration Pour tout n ≥ 1, on pose Tn = q(Yn−1)Sn. Alors, condi-
tionnellement à Y0, . . . , Yn−1, les v.a. T1, . . . , Tn sont i.i.d. de loi exponentielle
de paramètre 1. Puisque cette loi ne dépend pas de Y0, . . . , Yn−1, on déduit
alors facilement de la formule des probabilités totales (exercice !) que les v.a.
T1, . . . , Tn et donc la suite (Tn)n≥1 est i.i.d. de loi exponentielle de paramètre
1, et que cette suite est indépendante de la châıne incluse (Yn, n ≥ 0).

Pour (i) et (ii), puisque q̄ = supi∈I qi <∞, on en déduit que

q̄ζ = q̄
∑
n≥1

Sn ≥
∑
n≥1

Tn =∞, p.s.,

d’après le théorème 4.2.
Pour (iii), l’hypothèse que i est récurrent pour Y signife que la suite

(Yn, n ≥ 0) visite p.s. infiniment souvent i. Soit N1, N2, . . . les instants de
visite (aléatoires) successifs. On a alors

qiζ ≥ qi
∑
k≥1

SNk
=
∑
k≥1

TNk
.
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Or, puisque la suite (Nk, k ≥ 1) ne dépend que de (Yn, n ≥ 0), elle est
indépendante de (Tn)n≥1, et dans la suite (TNk

, k ≥ 0) est i.i.d. exponentielle
de paramètre 1. On conclut donc de nouveau grâce au théorème 4.2. �

7 Propriété de Markov forte

La propriété de Markov forte est une propriété fondamentale des CMTC,
très utile en pratique. On rappelle que la filtration (Ft)t≥0 a été définie dans
la section 3.

7.1 Définitions et propriétés préliminaires

Les définitions suivantes sont classiques.

Définition 7.1 (i) Une v.a. T à valeurs dans [0,+∞] sur (Ω,F , (Ft)t≥0, (Pi)i∈I)
est un temps d’arrêt si, pour tout t ≥ 0, {T ≤ t} ∈ Ft.

(ii) Soit T un temps d’arrêt. On note FT et on appelle la tribu au temps T
la tribu

FT = {A ∈ F : A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft, ∀t ≥ 0}.

On commence par quelques propriétés simples et classiques.

Proposition 7.2 Soit T un temps d’arrêt. Alors {T < t} ∈ Ft pour tout
t > 0.

Démonstration Ceci découle immédiatement de la relation {T < t} =⋃
n≥1{T ≤ t−

1
n} ∈ Ft. �

Proposition 7.3 Pour tout m ≥ 0, le m-ième temps de saut Jm est un
temps d’arrêt.

Démonstration On prouve ce résultat par récurrence sur m. J0 = 0 est
clairement un temps d’arrêt. Soit m ≥ 0. Supposons que Jm est un temps
d’arrêt. Alors

{Jm+1 ≤ t} =
⋃

s∈Q, s≤t

(
{Jm < s} ∩ {Xs 6= XJm}

)
∈ Ft. �

Proposition 7.4 Soit S et T deux temps d’arrêt. Alors XT et {S ≤ T}
sont FT -mesurables.
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Démonstration Le processus (Xt, t ≥ 0) est p.s. càd constant par mor-
ceaux, donc p.s. sur {T < t}, ∃n ≥ 0, ∀m ≥ n, ∃k ≥ 0 tel que (k− 1)2−m ≤
T < k2−m ≤ t et Xk2−m = XT . Autrement dit,

{XT = i} ∩ {T ≤ t} =
(
{Xt = i} ∩ {T = t}

)⋃
⋃
n≥0

⋂
m≥n

⋃
k≥0

(
{Xk2−m = i} ∩ {(k − 1)2−m ≤ T < k2−m ≤ t}

)
Cet événement est Ft-mesurable, donc XT est FT -mesurable.

Pour montrer que {S ≤ T} ∈ FT , on remarque que, pour tout t ≤ 0,

{S > T} ∩ {T ≤ t} =
⋃

s∈Q, s≤t

(
{T ≤ s} ∩ {S > s}

)
∈ Ft. �

7.2 Résultat principal

Théorème 7.5 (Propriété de Markov forte) Soit I fini ou dénombra-
ble et Q une matrice de taux de transition sur I. Soit (Xt, t ≥ 0) une CMTC
de générateur Q et de loi intiiale λ. Soit T un temps d’arrêt. Alors, pour
tout i ∈ I, conditionnellement à {XT = i}, XT+· = (XT+t, t ≥ 0) est une
CMTC de générateur Q et de loi initiale δi, indépendante de FT , c.-à-d.
pour tout Γ ∈ F , A ∈ FT et i ∈ I tel que Pλ(XT = i) > 0,

Pλ(A ∩ {XT+· ∈ Γ} | XT = i) = Pλ(A | XT = i)Pi(Γ),

ou de manière équivalente

Pλ(A ∩ {XT+· ∈ Γ} ∩ {XT = i}) = Pλ(A ∩ {XT = i})Pi(Γ).

Remarquons que si XT = i, alors T < ζ (et T < ∞), et donc on peut
reformuler la propriété de Markov comme suit : conditionnellement à XT et
{T < ζ}, XT+· est une CMTC de générateur Q issue de XT , indépendante
de FT .

Avant de donner la preuve de ce résultat, nous donnons plusieurs for-
mulations équivalentes de la propriété de Markov, dont certaines seront plus
faciles à manipuler en pratique.

Proposition 7.6 (Formulations équivalentes) La propriété de Markov
forte du théorème précédent est équivalente à chacune des propriétés sui-
vantes :

(a) Pour tout temps d’arrêt T et tout Γ ∈ F ,

Pλ(XT+· ∈ Γ | FT ) = Pλ(XT+· ∈ Γ | XT ), p.s. sur {T < ζ}, (5)

et pour tout i ∈ I tel que Pλ(XT = i) > 0,

Pλ(XT+· ∈ Γ | XT = i) = Pi(Γ).
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(b) Pour tout temps d’arrêt T et tout Γ ∈ F ,

Pλ(XT+· ∈ Γ | FT ) = F (XT ), p.s. sur {T < ζ},

où pour tout i ∈ I tel que Pλ(XT = i) > 0,

F (i) = Pi(Γ).

Rappelons que le point (a) est équivalent à

(a’) Pour tout temps d’arrêt T et toute fonction G : Ω → R bornée mesu-
rable,

Eλ(G(XT+·) ∈ Γ | FT ) = Eλ(G(XT+·) ∈ Γ | XT ), p.s. sur {T < ζ},

et pour tout i ∈ I tel que Pλ(XT = i) > 0,

Eλ(G(XT+·) ∈ Γ | XT = i) = Ei(G(X)).

et similairement pour (b).
On peut également montrer (on l’admettra) que toutes ces formulations

sont équivalentes à

(a”) Pour tout temps d’arrêt T , pour tout s ≥ 0 et toute fonction g : I → R
bornée,

Eλ(g(XT+s) | FT ) = Eλ(g(XT+s | XT ), p.s. sur {T < ζ},

et pour tout i ∈ I tel que Pλ(XT = i) > 0,

Eλ(g(XT+s) ∈ Γ | XT = i) = Ei(g(Xs)).

et similairement pour (b).

Démonstration de la proposition 7.6 L’équivalence entre (a) et (b)
est claire (on rappelle qu’étant donnée une v.a. X, une autre v.a. σ(X)-
mesurable est p.s. égale à une fonction mesurable de X).

On appelera (c) la propriété de Markov de l’énoncé du théorème 7.5.
Montrons que (c) implique (a). Puisque la v.a. XT est à valeurs discrètes,

la v.a. Pλ(XT+· ∈ Γ | XT ) vaut par définition Pλ(XT+· ∈ Γ | XT = i) sur
l’événement {XT = i}, pour tout i ∈ I. Or, (d) implique que Pλ(XT+· ∈
Γ | XT = i) = Pi(Γ) = F (i). Il nous reste donc à montrer (5). Pour tout
A ∈ FT ,

Pλ(A ∩ {T < ζ} ∩ {XT+· ∈ Γ}) = Eλ [1A1T<ζPλ(XT+· ∈ Γ | FT )] ,

et cette relation caractérise la v.a. FT mesurable 1T<ζPλ(XT+· ∈ Γ | FT ).
Or d’après (c), pour tout i ∈ I,

Pλ(A ∩ {XT = i} ∩ {XT+· ∈ Γ}) = Pλ(A ∩ {XT = i})Pi(Γ).
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Donc
1T<ζPλ(XT+· ∈ Γ | FT ) =

∑
i∈I

1XT=iPi(γ)

qui est bien une v.a. FT -mesurable. Or le membre de droite est en fait une
fonction de XT seulement, donc une v.a. σ(XT )-mesurable. Donc

1T<ζPλ(XT+· ∈ Γ | XT ) = Eλ [1T<ζPλ(XT+· ∈ Γ | FT ) | XT ]

= 1T<ζPλ(XT+· ∈ Γ | FT ),

et on a prouvé (5).
Montrons maintenant que (a) implique (c). Il découle de (a) que pour

tout A ∈ FT et B ⊂ I,

Eλ [1XT∈BPλ(A ∩ {XT+· ∈ Γ} | XT )] = Pλ(A ∩ {XT+· ∈ Γ} ∩ {XT ∈ B})
= Eλ [1A1XT∈BPλ(XT+· ∈ Γ | FT )]

= Eλ [1A1XT∈BPXT
(Γ)]

= Eλ [1XT∈BPXT
(Γ)Pλ(A | XT )] .

Puisque cette relation est vraie pour tout B ⊂ I, les v.a. σ(XT )-mesurables
Pλ(A ∩ {XT+· ∈ Γ} | XT ) et PXT

(Γ)Pλ(A | XT ) cöıncident p.s. sur {XT 6∈
I} = {T < ζ}. On a donc prouvé (c). �

Démonstration du théorème 7.5 Pour tout m ≥ 0, on pose

Gm := σ(Y0, . . . , Ym, S1, . . . , Sm).

Cette tribu représente l’information disponible lorsque l’on obrserve que les m pre-
miers sauts du processus. La preuve du lemme suivant sera donnée à la fin de cette
preuve.

Lemme 7.7 Soit T un temps d’arrêt et A ∈ FT . Alors pour tout m ≥ 0, il existe
une v.a. Tm et un événement Am Gm-mesurables tels que T = Tm et A = Am p.s.
sur l’événement {T < Jm+1}.

Pour simplifier les écriture, on note X̃t := XT+t pour tout t ≥ 0. Le processus

X̃ a ses trajectoires dans Ω, et on note (Ỹn, n ≥ 0) sa châıne incluse et (S̃i, i ≥ 1)
ses temps de séjour.

On commence par réduire le problème : puisque F est engendré par les cylindres
fini-dimensionnels (voir la note en bas de la page 9), eux-même étant engendrés par
les événements de la forme{

Y0 = i0, . . . , Yn = in, S1 > s1, . . . , Sn > sn

}
,

il suffit de démontrer que pour tout A ∈ FT , i0, . . . , in ∈ I et s1, . . . , sn ∈ R+,

Pλ({Ỹ0 = i0, . . . , Ỹn = in, S̃1 > s1, . . . , S̃n > sn} ∩A ∩ {XT = i})
= Pi(Y0 = i0, . . . , Yn = in, S1 > s1 . . . , Sn > sn)Pλ(A ∩ {XT = i}).
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Puisque XT = i implique que T < ζ, il suffit en fait de le montrer en remplaçant
{XT = i} par {XT = i}∩{Jm ≤ T < Jm+1} pour tout m ≥ 0, puis sommer sur m.

D’après les propositions 7.3 et 7.4, on a {Jm ≤ T} ∩ {XT = i} ∈ FT . Donc, si
on pose A′ := A ∩ {Jm ≤ T} ∩ {XT = i}, on doit montrer que

Pλ({Ỹ0 = i0, . . . , Ỹn = in, S̃1 > s1, . . . , S̃n > sn} ∩A′ ∩ {T < Jm+1})
= Pi(Y0 = i0, . . . , Yn = in, S1 > s1 . . . , Sn > sn)Pλ(A′ ∩ {T < Jm+1}).

Enfin, d’après le lemme 7.7, on peut écrire T = Tm et A′ = Am sur {T < Jm+1},
où Tm et Am sont Gm-mesurables. On arrive donc à la relation suivante, qui est
celle que l’on démontre sans le reste de cette preuve :

Pλ({Ỹ0 = i0, . . . , Ỹn = in, S̃1 > s1, . . . , S̃n > sn} ∩Am ∩ {Tm < Jm+1})
= Pi(Y0 = i0, . . . , Yn = in, S1 > s1 . . . , Sn > sn)Pλ(Am ∩ {Tm < Jm+1}). (6)

Sur {Jm ≤ Tm < Jm+1}, on a

Ỹn = Ym+n, ∀n ≥ 0, S̃1 = Sm+1 − (Tm − Jm), S̃n = Sm+n, ∀n ≥ 2.

De plus, d’après la définition 5.2, conditionnellement à {Ym = i}, Sm+1 est indépendant
de la tribu Gm, et donc de Tm − Jm et Am. Donc, d’après lampropriété d’absence
de mémoire de la loi exponentielle,

Pλ(Sm+1 > s1 +Tm−Jm | Am ∩{Sm+1 > Tm−Jm}) = e−qis1 = Pi(S1 > s1). (7)

Finalement, par la propriété de Markov pour la châıne incluse, puisque Sm+2, . . . , Sm+n

sont indépendants de Gm et de Sm+1 conditionnellement à Ym+1, . . . , Ym+n par la
définition 5.2, et en utilisant (7), on obtient

Pλ({Ỹ0 = i0, . . . , Ỹn = in, S̃1 > s1, . . . , S̃n > sn} ∩Am ∩ {Tm < Jm+1})
= Pλ({Ym = i0, . . . , Ym+n = in, Sm+1 > s1 + Tm − Jm, Sm+2 > s2, . . . , Sm+n > sn} |

Am ∩ {Sm+1 > Tm − Jm})Pλ(Am ∩ {Sm+1 > Tm − Jm})
= Pi(Y0 = i0, . . . , Yn = in, S1 > s1, . . . , Sn > sn)Pλ(Am ∩ {Tm < Jm+1}). �

Démonstration du lemme 7.7 Soit t ≥ 0. On pose

At = {A ∈ Ft : ∃Am ∈ Gm, A ∩ {t < Jm+1} = Am ∩ {t < Jm+1}} .

Il est clair que At est une tribu. De plus, pour tout s ≤ t,

{Xs = i} ∩ {t < Jm+1}

=

{(
m−1⋃
k=0

{Yk = i, Jk ≤ s < Jk+1}

)
∪ {Ym = i, Jm ≤ s}

}
∩ {t < Jm+1}.

On en déduit que {Xs = i} ∈ At, et donc que

At = Ft. (8)
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Soit T un temps d’arrêt et A ∈ FT . On pose B(t) = {t < T} ∈ Ft et A(t) =
A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft. Il suit de (8) qu’il existe Bm(t) ∈ Gm tel que B(t) = Bm(t) sur
{t < Jm+1}. Or, B(t)∩{T < Jm+1} ⊂ B(t)∩{t < Jm+1}, d’où B(t)∩{T < Jm+1} =
Bm(t)∩{T < Jm+1}. Alors la v.a. Tm = supt∈Q+

t1Bm(t) est Gm-mesurable et vérifie

Tm1T<Jm+1
= sup
t∈Q+

(t1B(t))1T<Jm+1

= sup
t∈Q+

(t1t<T )1T<Jm+1
= T1T<Jm+1

,

ce qu’il fallait démontrer pour T .
Soit maintenant A ∈ FT . Pour tout 0 < h < t, on pose

A(t, h) := A ∩ {t− h < T ≤ t} ∈ Ft.

Il suit de (8) qu’il existe Am(t, h) ∈ Gm tel que Am(t, h) = A(t, h) sur {T < Jm+1},
et donc sur {T + h < Jm+1}. Soit

Am(h) :=
⋃

t∈Q, t>h
Am(t, h) et Am := lim inf

n→+∞
Am( 1

n ) =
⋂
i≥1

⋃
j≥i

Am( 1
j )

 .

Alors pour tout h′ ≥ h,

Am(h)∩{T+h′ < Jm+1} =

 ⋃
t∈Q,t>h

A(t, h)

∩{T+h′ < Jm+1} = A∩{T+h′ < Jm+1}.

Il en découle que

Am ∩ {T < Jm+1} =
⋃
k≥1

(
Am ∩ {T + 1

k < Jm+1}
)

=
⋃
k≥1

⋂
i≥k

⋃
j≥i

Am( 1
j )

 ∩ {T + 1
k < Jm+1}


=
⋃
k≥1

⋂
i≥k

(
A ∩ {T + 1

k < Jm+1}
)

= A ∩ {T + 1
k < Jm+1}.

D’où Am ∩ {T < Jm+1} = A ∩ {T < Jm+1}. �

8 Équations forward et backward et autres ca-
ractérisations des CMTC

Le but de cette section est de donner plusieurs caractérisations alter-
natives des CMTC, qui peuvent être plus faciles à manipuler suivant les
propriétés que l’on cherche à établir.
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8.1 Cas I fini

On commence par supposer que I. On rappelle qu’un candidat pour la
loi de la CMTC a été proposé dans la section 2 dans ce cas, à partir du
semigroupe défini dans la section 1.

Théorème 8.1 On suppose I fini. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus dont les
trajectoires sont dans Ω telles que ζ = ∞ p.s. Soit Q une matrice de taux
de transition sur I. On a équivalence entre les trois conditions suivantes.

(a) Pour tout i ∈ I, conditionnellement à {X0 = i}, X est une CMTC de
générateur Q et de loi initiale δi, au sens où sa châıne incluse et sa
suite des temps de séjour satisfont les propriétés de la définition 5.2.

(b) (définition infinitésimale) Pour tout i ∈ I et t, h ≥ 0, conditionnel-
lement à {Xt = i}, Xt+h est indépendante de (Xs, s ≤ t) et, quand
h→ 0, pour tout j ∈ I

P(Xt+h = j | Xt = i) = δi,j + qi,jh+ o(h), (9)

où le o(h) vaut hε(i, j, t) où la fonction ω peut dépendre de (i, j, t)
mais converge vers 0 lorsque h→ 0 uniformément en (i, j, t).

(c) (probabilités de transition) Pour tout n ≥ 0, 0 ≤ t0 ≤ . . . ≤ tn+1 et
i0, . . . , in+1 ∈ I,

P(Xtn+1 = in+1 | Xt0 = i0, . . . , Xtn = in) = pin,in+1(tn+1 − tn), (10)

où (pi,j(t), i, j ∈ I, t ≥ 0) est l’unique solution de l’équation forward{
P ′(t) = P (t)Q pour tout t ≥ 0,

P (0) = Id.

Rappelons que lorsque I est fini, l’unique solution de l’équation forward
est également l’unique solution de l’équation backward (théorème 1.4). Re-
marquons que la caractérisation (c) est la même que celle de (1). Elle donne
donc la même construction de la loi de la CMTC que dans la section 2, avec
la différence que les trajectoires du processus sont dans le sous-ensemble Ω
de Ω0. Remarquon que la caractérisation (b) justifie le nom de générateur
infinitésimal pour la matrice Q, puisque pour tout vecteur (vi)i∈I , et pour
tout i ∈ I,

(Qv)i = lim
t→0

Ei[v(Xt)]− vi
t

,

où l’on note v(i) pour vi dans l’espérance. Rappelons enfin que pour une
CMTC à valeurs dans I fini, ζ =∞ p.s. d’après le théorème 6.1.
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Démonstration Montrons d’abord (a)⇒(b). D’après la propriété de Mar-
kov, (a) implique la propriété d’indépendance énoncée dans (b), et il suffit de
montrer (9) pour t = 0 (et la propriété d’uniformité des o(h) est également
claire, puisqu’ils dépendent seulement de i et j qui parcourent un ensemble
fini). Pour tout i ∈ I, on a

Pi(Xh = i) ≥ Pi(J1 > h) = e−qih = 1 + qiih+ o(h),

et pour tout j 6= i dans I,

Pi(Xh = j) ≥ Pi(J1 < h, Y1 = j, S2 > h) = (1−e−qih)πi,je
−qjh = qi,jh+o(h),

par définition de la matrice Π = (πi,j)i,j∈I dans (4). Pour obtenir les inégalités
en sens inverse, on fait la somme de ces inégalités sur j′ 6= j et on utilise le
fait que ∑

j′ 6=j
Pi(Xh = j) = 1− Pi(Xh = j′).

Remarquons qu’on a utilisé pour cette dernière relation le fait que ζ = ∞
p.s.

Montrons maintenant que (b)⇒(c). Soit pi,j(t) := Pi(Xt = j). Pour tout
t, h ≥ 0, on a

pi,j(t+ h) =
∑
k∈I

Pi(Xt = k)Pk(Xt+h = j | Xt = k)

=
∑
k∈I

pi,k(t)(δk,j + qk,jh+ o(h)) = pi,j(t) +

(∑
k∈I

pi,k(t)qk,j

)
h+ o(h).

Donc pi,j est dérivable à droite. De plus, l’uniformité en t des o(h) per-
met de remplacer t par t − h dans la relation précédente, et on obtient de
même la dérivabilité à gauche. Donc pi,j(t) satisfait l’équation forward, et le
théorème 1.4 assure l’unicité.

Il nous reste à démontrer (10). Pour cela, on remarque que la propriété
d’indépendance de (b) implique que, pour tout i0, . . . , in ∈ I et 0 ≤ t0 ≤
. . . ≤ tn, et pour tout j ∈ I et h ≥ 0,

P(Xtn+h = j | Xt0 = i0, . . . , Xtn = in) = P(Xtn+h = j | Xtn = in). (11)

On pose alors pour tout h, t ≥ 0 et tout i, j ∈ I p̂
(t)
i,j (h) := P(Xt+h = j |

Xt = i). De la même manière que ci-dessus, on a

p̂
(t)
i,j (s+ h) = p̂

(t)
i,j (s) +

(∑
k∈I

p̂i,k(s)qk,j

)
h+ o(h),

et on conlut de la même manière que ci-dessus que (p̂
(t)
i,j (s), s ≥ 0)i,j∈I est

solution de l’équation forward. L’unicité implique que p̂
(t)
i,j (s) = pi,j(s), et on

déduit (10) de (11).
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Montrons enfin que (c)⇒(a). On sait qu’il existe un processus qui sa-
tisfait (a), construit dans les sections 3 et 5. On vient de démontrer que ce
processus satisfait également (c). Or, comme remarqué en section 2, la pro-
priété (c) caractérise les lois marginales fini-dimensionnelles de X (c.-à-d.
les lois jointes de Xt0 , . . . , Xtn pour tout 0 ≤ t0 ≤ . . . ≤ tn), et donc la loi de
X sur Ω muni de sa tribu cylindrique. En particulier, un processus X ′ qui
satisfait (c) a la même loi que la CMTC X de (a), et donc sa châıne incluse
et ses temps de séjour ont même loi jointe que ceux de X. En particulier,
cette loi satisfait la définition 5.2, et donc X ′ est bien une CMTC. �

8.2 Cas I dénombrable

Le cas où I est dénombrable est plus délicat. La difficulté principale est
de caractériser convenablement le semigroupe P (t) solution des équations
forward et backward. En effet, lorsque I est dénombrable, ces équations
prennent la forme d’un système infini d’EDO, et on ne peut plus définir
l’exponentielle de la matrice Q en toute généralité.

Théorème 8.2 Soit I dénombrable et Q une matrice de taux de transition
sur I. L’équation backward{

P ′(t) = QP (t) si t ≥ 0,

P (0) = Id

admet une unique solution positive minimale 3 (P (t), t ≥ 0). Cette solu-
tion form un semigroupe, c.-à-d. satisfait la relation matricielle P (t+ s) =
P (t)P (s) pour tout s, t ≥ 0. On l’appelle le semigroupe associé à Q. Ce
semigroupe est également la solution positive minimale de l’équation forward{

P ′(t) = P (t)Q si t ≥ 0,

P (0) = Id.

Une fois cette difficulté résolue, on obtient une caractérisation des pro-
babilités de transition similaire à celle du théorème 8.1 (c).

Théorème 8.3 On suppose I dénombrable. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus
dont les trajectoires sont dans Ω. Soit Q une matrice de taux de transition
sur I, et (P (t), t ≥ 0) son semigroupe donné par le théorème précédent. On
a équivalence entre les deux conditions suivantes.

(a) Pour tout i ∈ I, conditionnellement à {X0 = i}, X est une CMTC de
générateur Q et de loi initiale δi, au sens où sa châıne incluse et sa
suite des temps de séjour satisfont les propriétés de la définition 5.2.

3. Au sens où toute autre solution positive lui est supérieure ou égale pour tout t ≥ 0.
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(b) (probabilités de transition) Pour tout n ≥ 0, 0 ≤ t0 ≤ . . . ≤ tn+1 et
i0, . . . , in+1 ∈ I,

P(Xtn+1 = in+1 | Xt0 = i0, . . . , Xtn = in) = pin,in+1(tn+1 − tn), (12)

où (pi,j(t))i,j∈I := P (t) est l’unique solution minimale de l’équation
backward.

Nous donnons une preuve partielle de ces deux théorèmes à la fin de
cette section.

Remarquons que rien ne dit que les matrices P (t) soient stochastiques.
Si ce n’est pas le cas, la CMTC peut exploser en temps fini, et d’après (b),
pour tout i ∈ I,

Pi(ζ < t) = 1−
∑
j∈I

pi,j(t).

La propriété du théorème 8.1 (b) est vraie sous certaines hypothèses
pour une CMTC X sur I dénombrable (voir la proposition suivante), mais
sans la propriété d’uniformité des o(h). Cette propriété est indispensable
pour pouvoir en déduire la formule des probabilités de transition, et donc
on ne peut pas caractériser en général une CMTC sur I dénombrable par le
développement limité des probabilités de transition.

Proposition 8.4 Supposons I dénombrable. Si l’une des propriétés (a) ou
(b) du théorème précédent est satisfaite et si pour tout i ∈ I,∑

k∈I
qi,kqk <∞, (13)

alors pour tout t, h ≥ 0 et i, j ∈ I,

P(Xt+h = j | Xt = i) = δi,j + qi,jh+ o(h).

Démonstration D’après la propriété de Markov forte, il suffit de le dé-
montrer pour t = 0. En utilisant la même méthode que dans la preuve du
théorème 8.1, on obtient des bornes inférieures sur Pi(Xh = j) qui ont le
bon développement limité. Il suffit donc de montrer une borne inférieure,
mais du fait que I est dénombrable, on ne peut pas utiliser la même astuce
que dans la preuve du théorème 8.1. Soit donc i, j ∈ I et h ≥ 0,

Pi(Xh = j) ≥ Pi(J1 > h)δi,j + Pi(J1 ≤ h, Y1 = j) + Pi(J1 ≤ h, Y1 6= j, J2 ≤ h)

= δi,je
−qih + (1− e−qih)πi,j + (1− e−qih)

∑
k 6=j

πi,k(1− e−qkh)

≤ δi,j(1 + qi,ih+ o(h)) + hqi,j(1− δi,j) + h2
∑

k 6∈{i,j}

qi,kqk,
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où nous avons utilisé à plusieurs reprises l’inégalité 1 − e−x ≤ x dans la
dernière ligne. L’hypothèse (13) permet de conclure. �

Démonstration (partielle) des théorèmes 8.2 et 8.3 Supposons que X
vérifie (a). On pose pi,j(t) := Pi(Xt = j) et P (t) := (pi,j(t))i,j∈I .

Étape 1 : P (t) satisfait l’équation backward. Conditionnellement à {X0 = i},
Pi(Xt = j, t < J1) = e−qitδi,j et pour tout i, j, k ∈ I,

Pi(J1 ≤ t, XJ1 = k, Xt = j) =

∫ t

0

qie
−qisπi,kpk,j(t− s) ds.

On en déduit que P (t) satisfait l’équation intégrale suivante :

eqitpi,j(t) = δi,j + eqit
∑
k 6=i

∫ t

0

e−qisqi,kpk,j(t− s) ds

= δi,j +
∑
k 6=i

∫ t

0

e−qiuqi,kpk,j(u) du,

où la dernière ligne s’obtient par changement de variable u = t − s. Puisque les
pk,j(u) sont bornés par 1, on en déduit par dérivation sous le signe somme que
pi,j(t) est C1 et que

eqit(qipi,j(t) + p′i,j(t)) =
∑
k 6=i

eqitqi,kpk,j(t). (14)

D’où p′i,j(t) =
∑
k∈I qi,kpk,j(t).

Étape 2 : P (t) est la solution positive minimale de l’équation backward. Soit P̃ (t) =

(p̃i,j(t))i,j∈I une autre solution positive de l’équation backward. En particulier, P̃ (t)
est solution de (14), et donc

p̃i,j(t) = e−qitδi,j +
∑
k 6=i

∫ t

0

e−qisqi,kp̃k,j(t− s) ds.

D’autre part, un calcul similaire à celui de l’étape 1 montre que, pour tout n ≤ 0,

Pi(Xt = j, t < Jn+1) = e−qitδi,j +
∑
k 6=i

∫ t

0

e−qisqi,kPk(Xt−s = j, t− s < Jn) ds.

Puisque Pi(Xt = j, t < J0) = 0 ≤ p̃i,j(t), on montre par récurrence en comparant
ces deux équations que, pour tout n ≥ 0,

Pi(Xt = j, t < Jn) ≤ p̃i,j(t).

En faisant tendre n vers l’infini, on en déduit

pi,j(t) = Pi(Xt = j) = Pi(Xt = j, t < ζ) ≤ p̃i,j(t).

Étape 3 : (P (t), t ≥ 0) est un semigroupe. Pour tout s, t ≥ 0 et i, j ∈ I,

pi,j(s+ t) =
∑
k∈I

Pi(Xt+s = j | Xs = k)Pi(Xs = k) =
∑
k∈I

pi,j(t)pj,k(s),
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où l’on a utilisé la propriété de Markov pour la dernière égalité.

Étape 4 : preuve de (12). Si (Xt, t ≥ 0) satisfait (a), la propriété de Markov
appliquée au temps tn implique que

P(Xtn+1
= in+1 | Xt0 = i0, . . . , Xtn = in) = Pin(Xtn+1−tn = in+1)

= pin,in+1
(tn+1 − tn).

Étape 5 : preuve de (b)⇒(a). Comme pour le théorème 8.1. [Remarquons que la
caractérisation de P (t) comme solution positive minimale de l’équation backward
est suffisante pour conclure. On n’a donc pas besoin d’avoir démontré la dernière
phrase du 8.2 pour conclure ici.]

Étape 6 : P (t) est la solution positive minimale de l’équation forward. Admis. �

9 Conclusion

Nous n’abordons pas dans ce cours les propriétés asymptotiques des
CMTC qui généralisent les propriétés classiques d’ergodicité et de conver-
gence en temps long des CMTD. Cette théorie est très similaire au cas à
temps discret, et passe par les notions d’irréductibilité, de récurrence nulle,
récurrence positive et transience. Les résultats en temps continu sont glo-
balement très similaires au cas discret, excepté pour tout ce qui concerne
l’éventuelle périodicité de la châıne, qui n’a plus d’influence sur les résultats
de comportement en temps long en temps continu. On renvoie le lecteur au
chapitre 3 de [2].
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