Problemes inverses — partie 2
Estimation par maximum de vraisemblance
Chapitre 1: contexte et rappels en
probabilités et statitstiques
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Introduction

Problemes inverses : point de vue EDP

Ou(t,x) = posu + %28fxu, (t,x) e R xR
u(0,x) = f(x) xeR.
Objectif : trouver les parametres ;1 € R et o > 0 a partir de u(z, x) (ou

d’observation partielles de u(z,x))
Solution de 'EDP :

+o0 1
u(t,x) =
(#,%) 7 0=
Approche possible : on pose Mi(f) = [ x*f(x) dx et on calcule

/xzu(t,x) dx = (0%t + 12 t)My(f) — 2utM, (f) + Ma(f)

_ amy—pn)?
e 202 dy

/ st %) dx = My (f) — peMo(f).

Conclusion : la connaissance des deux premiers moments de la
condtion initiale f et de u(z, x) permet de retrouver p et o -
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Introduction

Probléme inverse en statistiques

Interprétation probabiliste de I’'EDP :
u(t,x) = Ef(x+ G)?

ou G est une variable aléatoire gaussienne de moyenne uf et de variance
a’t.

o Probleme inverse en EDP : retrouver p et o a partir de u (avec
I’espérance)

o Probleme inverse en statistiques : retrouver et o sans 1’espérance,
c-a-d a partir de G ~~ inférence statistique (plus précisément estimation
paramétrique)

o En pratique il faut plusieurs mesures, c-a-d plusieurs observations
indépendantes de G

o Ce cours : étude de la méthode d’estimation par maximum de
vraisemblance (EMV)
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Rappels de probabilités
©00000

Mesure et intégration

Mesure et intégration (1)

© On munit R¥ de sa tribu borélienne B(IR¥)

« Pour x mesure positive sur R¥,
L7 (u) = {f : R* > Rtel que [g [P dp < +o0}.

Définition (mesure produit)

o Soit uy et pip deux mesures de probabilité sur R* et R?, respectivement.
On définit et on note (1) Q Ly la mesure produit de p; et py comme
’unique mesure de probabilité sur Rt telle que

1 @ pa(A x B) = pi (A)pa(B), VA € B(R¥) et B € B(RY).
« Soit jt une mesure de probabilité sur R* et n € N. On note

P =u®...0u.
—_—

n fois
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Mesure et intégration

Mesure et intégration (2)

Théoreme (convergence dominée)

Soit (f,)nen une suite de fonctions boréliennes de R dans R qui converge
p-presque partout pour une certaine mesure [ sur R¥. S’il existe g € L' (p)
telle que |f,| < g u-presque partout pour tout n € N, alors

/]Rk nl}wan d/J, - nl}?w /kan du'
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Mesure et intégration

Mesure et intégration (3)

Théoréme (continuité sous le signe somme)

Soitf : R x R — R tel que f(x,-) € L' (1) pour tout x € R, f(-,y) est
continue pour p-presque tout y € R¥ et, pour tout x € R, il existe g € L' (1)
et V. C R un voisinage de x tel que

sup [f(z,-)] < g
€V

Alors lapplication

x /ka(x, y) u(dy)

est continue sur R.
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Mesure et intégration

Mesure et intégration (3)

Théoreme (dérivation sous le signe somme)

Soitf : R x R¥ — R tel que f(x,-) € L' (1) pour tout x € R, f(-,y) € C!
pour ji-presque tout y € R¥ et pour tout x € R, il existe g € L' (u) et V.C R
un voisinage de x tel que

B
S a.- )" S .
Sy axf(z )’ g
Alors y 9
G L rerdu= [ o) du
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Mesure et intégration

Mesure et intégration (4)

Définition
On dit qu’une mesure v sur R¥ est absolument continue par rapport a la

mesure (i SUr R, et on note v < W, SSi pour tout A € B(]Rk) tel que
u(A) =0,onav(A) =0.

Théoreme (Radon-Nikodym)

Soit v mesure sur RF telle que v < pu.

Alors il existe f : Rk — R mesurable telle que v(A) = /. | dp pour tout

A € B(R*). La fonction f est unique ji-presque partout et f € L' (1) si v est
finie (c’est-a-dire v(RF) < +00).

On appelle f la densité de v par rapport a . Si s est la mesure de Lebesgue
sur RX, f est simplement appelée densité de v.
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Mesure et intégration

Mesure et intégration (5)

Définition (convergence étroite)

Une suite (j1,)nen de mesures de probabilité sur RF converge étroitement
vers la mesure de probabilité 1 sur R¥, ce qu’on note 1, = 1, ssi pour tout
f : R* — R continue bornée,

li du, = du.
ngoo/wf % /ka w

Théoreme (Portmanteau)
U = p ssi liminf 11,(0) > p(O) pour tout ouvert O C R-,
n——+o0o
Si la mesure limite | est absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue, alors
pn = pssi lim j1,(0) = p(O) pour tout ouvert O C R,
n——+o0o

1@ o

ssi lim  p,(F) = u(F) pour tout fermé F C Rk,
n—+o00
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Variables aléatoires, loi, indépendance
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Rappels de probabilités
[e] YoleTo)

Variables aléatoires, loi, indépendance

Variables aléatoires, loi, indépendance (1)

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité.
Définition (variable aléatoire, loi)

© On dit que X est une variable aléatoire (abrégé en v.a.) sur (Q, F,P) a
valeurs dans R* si X : Q — R¥ est mesurable.

« Laloi de la v.a. X est la mesure de probabilité sur R* notée Py définie
pour tout A € B(R¥) par

Px(A) = P{w € Q tels que X(w) € A}.
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Variables aléatoires, loi, indépendance

Variables aléatoires, loi, indépendance (2)

Définition (espérance, variance)

Soit X une v.a. a valeurs dans R,
o Sipe[l,+I), onnote X € 17 = L7(P) si [, |X(w)]"P(dw) < +o0.
o Sig:RF— ]Rd est telle que g( ) € L', on appelle espérance de g(X),
et on note E(g = [o8(X

© SiXel? on appelle matrice de variance-covariance de X (ou
simplement variance en dimension k = 1) et note

V(X) = E(X - E(X))(X — E(X))",

oit M est la matrice transposée de M.

1@ o

On appelle écart-type d’une v.a. réelle la racine carrée de sa variance.
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Variables aléatoires, loi, indépendance

Définition (indépendance)

Si X et Y sont des v.a. a valeurs dans R* et R? respectivement, on dit
que X et Y sont indépendantes ssi ]P’(ij) = Py ® Py, c’est-a-dire si

P((X,Y) €A x B) =P(X € A)P(X € B), VA € B(R"), Bc B(R?),

ou, de facon équivalente, si pour toutes fonctions mesurables bornées
f:RF 5 Retg:RF -5 R,

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y))-

Lesva. X, ..., X, avaleurs dans R* ... R* respectivement sont
dites indépendantes ssiP, . x)=Px, @ ... ® Px,.

Lesva. Xy, ..., X, avaleurs dans R* sont dites indépendantes et
identiquement distribuées (abrégé en i.i.d.) de loi y ssi la loi du vecteur
(X1,...,X,) est u®". On a alors en particulier que . = Px, pour tout i.
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Variables aléatoires, loi, indépendance

Variables aléatoires, loi, indépendance (4)

Silesv.a. Xy, ..., X, avaleurs dans R* sont indépendantes et 1.2, alors

VX + ...+ X,) :iwx,-).

W @o

)
Pl
i)



Rappels de probabilités
@00

Quelques inégalités

@ Introduction

@ Rappels de probabilités

Quelques inégalités
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Rappels de probabilités
oceo

Quelques inégalités

Quelques inégalités (1)

négalite de Markov Si X € LY, pour tout £ > 0,

B(lx) > 1) < X

Inégalite de Tehebyichev SiX € L2, pour tout £ > 0,

Vix|
—.

P(X —EX)| 2 1) < -
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Quelques inégalités

Quelques inégalités (2)

Inégalité de Cauchy-Schwarz SiX,Y € 1.2,
(EXY)? < (EX?)(EY?).

De plus, I’inégalité précédente est une égalité ssi 3C € R
telle que X = CY presque sirement (en abrégé, p.s.).

Inégalite de Jensen SiX € L! est une v.a. a valeurs réelleset ¢ : R — R
est convexe, alors

P(EX)) < Ey(X).

Si de plus 1) est strictement convexe, I’inégalité précédente
est une égalité ssi 3C € R telle que X = C p.s.
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Convergence stochastique
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@ Rappels de probabilités

Convergence stochastique

© Rappels de statistiques

=}
F

)
Pl
i)
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Convergence stochastique

Convergence stochastique (1)

Soit (Z,)nen une suite de v.a. & valeurs dans R sur une suite d’espaces de
probabilités (£2,,, F, Py).

Définition (convergence en probabilité, en loi)

© On dit que Z, converge en probabilité vers une constante 7 € R¥, et on
note Z, % z, si Ve > 0, limP,(|Z, — z| > ¢) =0.
o On dit que Z, converge en loi vers la probabilité . (resp. la v.a. Z de loi

loi loi . . .
W), et on note Z, = 11 (resp. Z, —» Z) si la suite des lois de Z,
converge étroitement vers i, ¢’ est-a- dire si, pour toute fonction
f: R¥ — R continue bornée, Byf (Xu) — [puf dpn = EE(Z).

W @o

)
Pl
i)



Rappels de probabilités
00®0000

Convergence stochastique

Convergence stochastique (2)

Si de plus tous les espaces de probabilité (£, F,, P,) sont identiques, égaux
a (9, F,P), on ala définition suivantes.

Définition (convergence presque sire)

On dit que Z,, converge presque siirement vers la v.a. Z sur (2, F,P) a
valeurs dans RR¥, et on note Z, — Z p.s., si P(lim, 1 o Z, = Z) = 1.
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Convergence stochastique

Convergence stochastique (3)

o Toutes ces notions de convergence sont préservées par la composition
par une fonction continue.

o La convergence presque siire de Z,, vers Z implique la convergence en
probabilité de Z,, — Z vers 0, qui implique elle-méme la convergence en
loi de Z, vers Z.

o SiZ = C p.s. pour une certaine constante C, alors la convergence en
loi de Z,, vers Z est équivalente a la convergence en probabilité de Z,
vers Z.
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Convergence stochastique

Convergence stochastique (4)

Théoréme (Loi forte des grands nombres (LGN))

Soit (X;)en une suite de v.a. i.i.d. sur (2, F,P) a valeurs dans R et de
méme loi i telle que [, |x| 1(dx) < +o0. Alors

%ZX,- E)]E(Xl) =/ x pu(dx)

i=1 RE

et la convergence a méme lieu presque siirement.
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Convergence stochastique

Convergence stochastique (5)

Lemme (Slutsky)

Soit (X,)nen et (Yn)nen deux suites de v.a. a valeurs dans R* et RY,
respectivement, telles que X,, converge en loi vers une v.a. X € RF et Y,
converge en probabilité vers une constante y € RY.

Alors (X, Y,) converge en loi vers (X, ).
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Convergence stochastique

Convergence stochastique (6)

Théoréme (théoréme central limite (TCL))

Soit (X;)en une suite de v.a. i.i.d. sur (Q, F,P) a valeurs dans R et de
méme loi yu telle que [g |x|* ju(dx) < +00. On note

mz/ xpu(dx) €ERE et X =V(u) =/ (x —m)(x —m)" p(dx)
R* RF
sa matrice de variance-covariance. Alors
1 - oi
Vi (:, ;X — m> “ N(0,3),

ou Ni(0, %) désigne la loi gaussienne de dimension k, de moyenne nulle et
de matrice de variance-covariance X.
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Vecteurs gaussiens

@ Introduction

@ Rappels de probabilités

Vecteurs gaussiens
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Rappels de probabilités

Vecteurs gaussiens

Vecteurs gaussiens (1)

Définition (vecteurs gaussiens)

On dit qu’un v.a. X a valeurs dans RY est un vecteur gaussien s’il exite un
vecteur m € R? et un matrice d x d symétrique positive X tels que

. 1
Eei(wX) — exp (i(u, m) — EuTEu> , YueR?

ot (-,-) désigne le produit scalaire usuel dans RY.
On note Ny(m, X) la loi de X.
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Vecteurs gaussiens

Vecteurs gaussiens (2)

Si X ~ Ny(m,X), alors, pour tout u € R, (u, X) suit la loi gaussienne
en dimension 1 de moyenne (u, m) et de variance u’ Yu.

De plus
EX)=m et V(X)=2X.

Si la matrice ¥ est inversible, alors X a pour densité (par rapport a la
mesure de Lebesgue)

1 1 Ty -1 d
- ——(x— ) — vy € RY.
(2m )it exp ( (x —m) (x m)) , Vxe

En dimension d = 1, N'(m, 0) a pour densité

1 (x—m)2>
exp| ————1], YxeR.
V2o P ( 202
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Vecteurs gaussiens

Vecteurs gaussiens (3)

Proposition (caractérisation d’'un vecteur gaussien)

Un vecteur aléatoire X est gaussien ssi toute combinaison linéaire de ses
composantes (c’est-a-dire toute v.a. de la forme (u, X) pour un vecteur u) est
une v.a. réelle gaussienne.

Proposition
Si A est une matrice réelle k x d, b € R* et X ~ Ny(m, %),

AX + b ~ Ni(Am + b,AXAT).

Proposition (caractérisation de I'indépendance)

1@ o

Soit X un vecteur gaussien. Les composantes de X sont des v.a. réelles
indépendantes ssi la matrice de variance-convariance de X est diagonale.
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Lois usuelles
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Lois usuelles
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Introduction

Lois usuelles

Lois discretes :

Bern(p) : loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1].
X ~Bem(p)siX € {0,1},P(X=1)=p,P(X=0)=1-p.
Bin(n, p) : loi binomiale de parametres n € N* et p € [0, 1].
C’est la loi de la somme de n Bern(p) indépendante.
X ~Bin(n,p)siX € {0,1,...,n} et P(X = k) = (})p*(1 — p)"~*.
Geom(p) : loi géométrique de parametre p €]0, 1].
C’est la loi de I’instant de premier succes (la premiere valeur 1
obtenue) dans une suite i.i.d. Bern(p).
X ~ Geom(p) si X € N* et P(X = k) = p(1 — p)*~1.
Poi() : loi de Poisson de parametre A > 0.

)\k

X ~Poi(\)siX e NetP(X =k) = e*AF.
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Lois usuelles

Lois usuelles (2)

Lois continues :
* U([a, b]) : loi uniforme sur [a, b] pour a < b.
1
X ~U([a,b]) siX € [a,b] de densité —— P ]l[a b ().
» Exp()) : loi exponentielle de paramétres )\ > 0.
X ~ Exp(}) si X € Ry de densité Ae™M1g, (x).
o Ny(m,¥) : loi gaussienne de moyenne m € R? et de matrice de
variance-covariance X de taille d x d (cf. ci-dessus).
* x?(d) : 1oi du khi-deux a d > 1 degrés de liberté.
C’est laloi de |G|? ot G ~ Ny(0,1d).
X ~ x?(d) si X € R, de densité

(1/2)"2 4t —ap2
WX/ e /]lR+(x).
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Rappels de statisti
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Vocabulaire

Pour une étude statistique donnée, on appelle

I’ensemble des objets sur lesquels 1’étude porte
chaque objet dont est constituée la population

toute propriété des individus sur laquelle porte
I’étude ; un caractere peut étre quantitatif s’il prend ses
valeurs dans R¥ pour un certain k > 1, ou qualitatif (ou
catégoriel) s’il prend ses valeurs dans un ensemble discret

un ensemble d’individus sélectionnés selon un certain
processus parmi la population ; si 1’échantillon est de taille n,
on parle de n-échantillon;

On verra qu’on appelle également échantillon une variable aléatoire dont les

observations sont une réalisation. Ce sera le sens principal de ce mot dans ce

cours.
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Vocabulaire

I’échantillon est obtenu avec un certain processus
de sélection des individus dans la population.
Par exemple
la totalité des individus de la population
tirage aléatoire sans remise dans la population
tirage aléatoire avec remise dans la population
Une sélection par tirage aléatoire permet de supposer une
propiété d’indépendance des observations.
D’autres processus de sélection sont possibles, par exemple
des mesures temporelles rapprochées chez un patient, qui ne
permettent pas de supposer les observations indépendantes.
le vecteur (xp,...,x,) des caracteres observés
dans le n-échantillon

o w1 @ o
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Vocabulaire

Exemple 1

Essai clinique portant sur une liste identifiée de patients diabétiques, visant a
collecter des données de concentration sanguine d’insuline.

Fopulation I’ensemble des n patients de 1’essai clinique
Individu chaque patient
Caractere quantitatil la concentration d’insuline dans le sang d’un patient
Fchantillon tous les individus de la population
Processus de selection tous les individus de la population

Observations (xp,...,x,) = concentrations d’insuline chez les patients de
la population

W @o

)
Pl
i)



Rappels de statistiques
000800

Vocabulaire

Exemple 2

Sondage d’opinion en vue d’une pochaine élection en France.
FPopulation I’ensemble des frangais
Individu chaque frangais

Caractere qualitalit son opinion, a valeurs dans 1I’ensemble
{vote A;vote B;ne vote pas; sans opinion}

Fchantillon un ensemble de n individus dans la population

FProcessus de selection par tirage aléatoire sans remise (on ne sonde une
personne qu’une fois)

Observations (xy,...,x,) = opinions des francais de 1’échantillon
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Vocabulaire

Exemple 3

Mesure de longueurs des nageoires des poissons d’un lac.
FPopulation TI’ensemble des poissons du lac
Individu chaque poisson du lac
Caractere quantitalil la longueur de ses nageoires
Echantillon un ensemble de n poissons du lac

Processus de selection les n premiers poissons péchés dans le lac
~~ tirage aléatoire avec remise (si les poissons péchés sont
relachés apres avoir mesuré leurs nageoires)

Observations (xy,...,x,) = longueurs des nageoires des poissons péchés
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Vocabulaire

Vocabulaire (3)

Estimation paramétrique : évaluer des parametres inconnus liés aux
caracteres considérés (par exemple leur moyenne ou leur écart-type) a partir

des observations xi, . . . , X,.
On distingue :
o estimation ponctuelle : I’estimation directe de la valeur des parametres
inconnus

o estimation par intervalles de confiance : la définition de bornes entre
lesquelles les parametres inconnus se trouvent avec un certain niveau de
confiance

o tests statistiques sur les parametres : la validation ou le rejet
d’hypotheses sur les parametres inconnus avec un certain seuil de
confiance
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Modélisation : un exemple

@ Introduction

@ Rappels de probabilités
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Modélisation : un exemple

Modélisation : ex. du jeu de pile-ou-face (1)

Jeu de pile-ou-face répété n fois

But de I’étude statistique : évaluer les caractéristiques de la piece

Population = n-échantillon = ’ensemble des n lancers de la piece
o Caractere = résultat du lancer, noté O pour pile et 1 pour face
Observations = (xi,...,x,) € {0,1}"
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Modélisation : un exemple

Pour pouvoir estimer les caractéristiques de la piece, il faut introduire
une modélisation du jeu de pile-ou-face, c-a-d de la loi des
observations.

On suppose que (xi, . ..,x,) est la réalisation d’une v.a. (Xi,...,X,)
qui décrit les résultats du jeu de pile-ou-face :

(x1,...,x) = (X1 (w), ..., X,(w)) pour un certain w € .

Ici, on suppose que les v.a. X, . .., X, sont i.i.d. d’'une certaine loi de
Bernoulli dont le parametre est I’objet de 1’étude.

Autrement dit, (X1, ...,X,) ~ Bern(0)®" pour un certain 6 € [0, 1]
inconnu.
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Modélisation : un exemple

Modélisation : ex. du jeu de pile-ou-face (3)

Le modele statistique associé a cette étude est donc donné par

({0, 13", {Bern(8)*"}, 0 ) -

ou {0, 1}" est I’ensemble des valeurs possibles de la v.a. X, 6 est le
parametre du modele, [0, 1] I’ensemble des valeurs du paramétre, et
Bern(0)®" la loi des observations lorsque le paramétre vaut .
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Modélisation : un exemple

Estimation paramétrique : a partir des observations (xy, ..., x,) € {0,1}",
identifier la valeur réelle 6y du paramétre inconnu 6.

Loi des grands nombres :

S
Xn = Z - X,' m} ]E(X]) = 90 p-S. (1)

Attention ! ici, la taille de 1’échantillon ne tend pas vers I’infini

Cependant, on peut considérer

1 n
Xn = — i%@, 2
X, nzx 0 @)

i=1

Attention ! (x1,...,x,) est une réalisation de (X, ..., X,) pour un
certain w € (2. Puisque (1) a seulement lieu presque siirement, il se
pourrait que cette convergence n’est pas lieu ou la limite soit différente
de 6y ~> il faut quantifier I’approximation et I’incertitude
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Modélisation : un exemple

Modélisation : ex. du jeu de pile-ou-face (5)

© On calcule le risque quadratique :

E[(X, — 60)*] = V(X,) = nzV(X1+...+Xn)
1
CV(X1) = fo(1 — 6o)
1
< —.
~ 4n
o Inégalité de Tchebytchev : pour tout ¢ > 0,
= V(X,) 1
— > < < —.
P(1Xn = b0l 2 €) < €2 T 4eln

o Intervalle de confiance pour la valeur de 6, : supposons par ex. que
n = 1000 et qu’on veuille un intervalle de confiance a 95%. On résout
1/(4e’n) = 1 — 95% = 0,05, ce qui donne £ = 0, 08. On a alors

P (6 € [X, — 0,08, X, + 0,08]) > 0,95.

» Conclusion : I'intervalle [x, — 0,08, X, + 0, 08] est un intervalle de
confiance a 95% pour le parametre inconnu 6. o)
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Modeéles statistiques

Modéle statistique (1)

Définition
Un modele statistique est un couple

(H",P),

ot H € B(R¥) pour un certain k > 1 et P est une famille de mesures de
probabilité sur (H", B(H"))
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Modeéles statistiques

Modéle statistique (2)

Remarque (observations i.i.d.)

Dans le cas d’un processus de sélection par tirage aléatoire avec remise, ou
bien par tirage aléatoire sans remise mais avec une population beaucoup
plus grande que n, on suppose généralement que

P= {Q®n}QEQa

ou Q est une famille de mesures de probabilités sur (H, B(H)). Ceci
correspond a I’hypothese que les caractéristiques des individus de
I’échantillon sont i.i.d. Dans I’exemple du jeu de pile ou face de la section
précédente, on avait

H={0,1} et Q= {Bern(0)}oep,-
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Modeéles statistiques

Modéle statistique (3)

Exemple : premier pile au jeu de pile-ou-face

On considere un joueur de pile-ou-face qui répete n fois I’expérience
suivante : il lance sa piéce autant de faois que nécessaire jusqu’a obtenir pile
une fois, et il note le nombre de tirages effectués. Si on suppose (comme
dans la section précédente) que les résultats des lancers de pile-ou-face sont
i.i.d., on obtient le modele statistique suivant :

((N*)", {Geom(0)®"}ee[0’l]) )
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Modeéles statistiques

Modéle statistique (4)

Définition
Le modele statistique (H", P) est un modele statistique paramétré par © si

P = {Py}oco.
C’est un modele statistique paramétrique si © C R? pour un certain d > 1.

Sinon, le modeéle est non-paramétrique.
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Modeéles statistiques

Modéle statistique (5)

Définition (identifiabilité)
Le modele statistique paramétré (H", {Pg }oce) est identifiable si 6 — Py
est injective sur ©.

Exemple : Le modele stastistique gaussien
(R", {N (m, 02)®"}m€R7U€R)
n’est pas identifiable. En revanche, le modele
(an {N(m, 02)®n}meR,ae[o,+oo))

est identifiable.
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Principe fondamental de la statistique

Supposons que 1’on dispose d’une suite infinie d’observations x,xp, . . .
réalisation d’une suite de v.a. (X, ),en i.i.d. 2 valeurs dans RE.

La reconstruction de la loi des observations a partir des x; se formule
comme la reconstruction d’une loi inconnue Q sur R* a partir de la
suite (X,,)nen i.i.d. de loi Q.

On introduit la mesure empirique

1 n
= ;;(SXM

ol ¢, est la mesure de Dirac en x.
En vertu de la loi des grands nombres, pour tout A € B(R*),

lim Q0,(A) = lim ZILA P(X, € A) = Q(A) ps.,

n—-+oo n—+ocon n
i=

1@ o

On aimerait pouvoir intervertir la limite et le YA C B(RF).
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Principe fondamental de la statistique

Principe fondamental de la statistique (2)

Théoreme (Varadarajan)

Avec probabilité 1, la suite de mesures Q, converge étroitement vers Q :
0, = Q quandn — +oo p.s.
Ce résultat garantit que le probleme de reconstruction de la loi QQ est en

théorie possible presque slirement si on dispose d’une suite infinie
d’observations i.i.d.
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